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"   SUR  L'EXISTENCE  DES  FONCTIONS  IMPLICITES; 
Par   mm.  E.-R.   Hedrick  et  \Y.-D.-A.  Westfall  (M. 

1.  Introduclion.  —  Les  théorèmes  usuels  (-)  sur  les  fonctions 
implicites  paraissent  plus  restrictifs  qu'ils  ne  doivent  l'être, 
parce  qu'on  suppose  habituellement  l'existence  de  certaines 
dérivées. 

Nous  nous  proposons  de  démontrer  qu'on  peut  énoncer  les 
hypothèses  sous  une  forme  nouvelle,  où  l'on  ne  suppose  l'existence 
d'aucune  dérivée.  Dans  le  cas  d'une  équation  à  une  inconnue,  ce 
procédé  ne  présente  pas  de  difficulté.  Aussi  nous  ne  donnerons 
les  détails  de  la  démonstration  que  dans  le  cas  de  plusieurs  équa- 
tions à  plusievirs  inconnues. 

Il  est  à  remarquer  que  les  énoncés  habituels  des  théorèmes 
d'existence  résultent  de  ceux  de  ce  travail,  si  les  hypothèses  qui 
figurent  dans  ces  énoncés,  y  compris  l'existence  de  certaines  déri- 
vées, sont  satisfaites.  D'ailleurs  la  démonstration  n'est  guère  plus 
difficile  dans  le  cas  général  traité  ici. 

2.  Cas  d'une  seule  (kjuatioii  entre  deux  ou  plusieurs 
variables.  —  Dans  le  cas  d'une  seule  équation  donnant  la  valeur 
d'une  fonction  inconnue,  on  peut  donner  plusieurs  formes  aux 
hypothèses  ;  nous  en  donnerons  deux  seulement.  Nous  supposerons 
qu'il  y  a  une  seule  variable  indépendante,   mais  les  extensions  au 

(')  Lu  à  la  séance  clélë  de  The  American  Mallieniatical  Society,  août  i<ji3. 
(=)    Voir,  par  exemple,   E.  Goursat,  Bulletin,    t.  XXXI.  190.";    Cours   d'Ana- 
lyse, t.   I.    2"  édition. 
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cas  de  plusieurs  variables  indépendantes  sont  presque  évidentes. 
D'ailleurs  ces  extensions  sont  très  importantes  pour  la  suite, 
car  on  les  emploiera  fréquemment  dans  les  autres  démonstra- 
tions (  '  j. 

Théorf;me  1.  —  Soit  J\x,  y)  une  fonction  des  deux  variables 
réelles  x  et  y^  définie  dans  le  domaine  R 

[|.r  — aro|  <//,  \y—yo\    Ch] 

autour  du  point  (Xo,_)'o)t  '^t  satisfaisant  aux  conditions 
suivantes  :  i"  elle  est  une  fonction  continue  de  x  en  tout 
point  (.r-o,  ))  de  R  .s7/7'  la  ligne  x  z=  x^;  2"  elle  est  une  fonction 
continue  de  y  en  tout  point  de  R;  3°  le  quotient 

■'"  y-yo 

est  défini  (c'est-à-dire  de  même  signe  et  di(}érent  de  zéro) 
tant  que  Von  a  o-<|)' — .l'o|</'-  H  existe  alors  un  nombre 
positif  r^,  et  au  moins  une  fonction  '^(x),  dé  finie  dans  r  inter- 
valle (xq —  r,,  ^o  +  ^i)^  continue  au  point  x  =  X(,,  et  telle  que 
l'on  ait 

jKo=?(a:o),         f\x,  ^(.3C)\  =f(Xo,yo), 
tant  que  l'on  a  |  x  —  J^o  |  <  '^i  • 

En  elTel,  supposons  que  (^^"  reste  toujours  positif.  Alors,  si 
l'on  choisit  une  quantité  positive  0  plus  petite  que  h,  il  existe  une 
autre  quantité  positive  B,  telle  que  l'on  ait 

/(•^o,ro  — ôj  </(^o,  j-o)  — f-t. 


(')  Ainsi  dans  le  théorème  I,  on  peut  reniplacei-  la  variable  indépendante  a: 
par  un  système  de  n  variables  indépendantes  (a:,,  x^,  ....  x„)-  Le  théorème  sub- 
siste pourvu  que  Ton  fasse  les  hypothèses  correspondantes  sut  f(œ^,  x^,  —  ^n'^y)- 
De  plus,  une  fonction /(j;,,  ...,  x^;  y)  peut  satisfaire  aux  conditions  du  théo- 
rème I  pour  quelques-unes  des  variables  ^  et  aux  conditions  du  théorème  II  pour 
les  autres. 

.On  peut,  dans  le  théorème  I,  remplacer  l'hypothèse  faite  sur  O  par  Ihypothèse 
qu'il  y  a  dans  le  voisinage  de  y,,  deux  valeurs  de  y.  y^  et  y.,,  pour  lesquelles 
on  a  ^_ 

i/('^v  r^}  — /(J^.P  r„)J  [/(J?,p  y.)  —f{x,,  y,)]  <  o. 


-  3  — 

Mais  f{x,y)  est  une  loiiclioii  continue  de  x  [)()ur  x  =  Xq',  il 
existe  alors  un  nombre  positif^  tel  que  l'on  ait 

pour|x  —  :Co  I  <  •C'  t't  })uisque /(ar,  r  1  est  une  t'onetion  continue 
de  r,  il  existe  au  moins  une  valeur  de  )' comprise  entre  )'o — o 
et^>'o-^  3  pour  laquelle  on  aura 

<i)  /(•^,  r)  =/('^o,^o),         1^  — a:'o|<;,  L>'— 7o|<o. 

11  est  ainsi  démontré  qu'il  existe  au  moins  une  solution  y  de 
l'équation  i \)  pour  tout  choix  de  o  moindre  que  A,  x  vérifiant  la 
condition  \x  ^  Xq\<^'C..  Pour  vérifier  qu'il  existe  une  solution 
continue  au  point  X  =  :Co,  choisissons  une  suite  décroissante  de 
valeurs  de  o  :  o,.  Oo,  ...,  o^,  ...  ayant  zéro  pour  limite.  Soient  Î!^, , 
^25  v3,  ...,  ^«,  ...,  les  valeurs  correspondantes  de  !^,  et  soient  j',  (ar), 
y-2{x)^  ...,  1'„(-2^)i  •••  une  suite  quelconque  (s'il  v  en  a  plusieurs) 
de  fonctions  correspondantes  de  x  satisfaisant  à  l'équation  (i).  La 
fonction  ^[x)  définie  par  les  équations 

*(-^"o)=ro.      ^ix)=  yi{x),      |)Our      li-xKlx  —  XolUj      {i—i,i,...) 

est  alors  une  solution  de  l  équation  (i)  pour  chaque  valeur  de  x  àe 
l'intervalle  \x  —  j;o|<C^i  <C!  ''i'  et  cette  solution  est  évidemment 
continue  pour  x  =^  Xq. 

Une  conséquence  directe  du  théorème  I  est  le  corollaire  sui- 
vant, qui  est  assez  intéressant  par  lui-même  pour  justifier  son 
énoncé. 

Corollaire  1.  —  Soit  f{x,  y)  une  fonction  continue  de  x  et 
de  y  dans  le  voisinage  de  Xq  ,  )'o  •  Supposons  que  les  p  premières 
dérivées  partielles  de  f  par  rapport  à  y  existent  et  soient  elles- 
mêmes  des  fonctions  continues  dey  pour  x  =  Xq,  \y  — >'o!  <C  l^-, 
et  que  la  p"'"^'^  dérivée  soit  la  première  qui  n'est  pas  nulle  au 
point  (x„,yo).  Si  p  est  impair,  il  existe  dans  tout  intervalle 
suffisamment  petit  autour  de  x  =  Xq  une  solution  y  =  $(2r)  de 
V  équation  f  [x  ^  y)  ■=:  f{Xf,^  )'o)  qui  est  continue  au  point  x  =:  x^^ 
et  qui  est  égale  à  y^  pour  x  =  Xq- 

En    effet,    le    théorème    des    accroissements    finis    montre  que 


_  4  _ 

'on  a 

Qi<')  = 

fixo.  y)-f(x,,.yo)  _  (r  — .ro)/'-^ 

y—yo                     p'- 

(o<6<r), 

//^'[•ï-o,  Jo+0(JK— JKo)] 


et  ce  quotient  est  évidemment  défini,  si  p  est  impair,  pour  des 
valeurs  assez  petites  de  )'  —  y^.  puisque  /I(.'^'  ^.^)  est  continue  en  y 
et  n'est  pas  nulle  pour  t  :=:  }'o. 

Un  cas  assez  important  et  déjà  connu  du  théorème  est  le  suivant  : 

Corollaire  II.  —  Soit  f  [y)  luie  fonction  continue  et  mono- 
tone {croissante  ou  décroissante')  de  y  au  voisinage  de  y  =^y(,] 
il  existe  alors  uji  nombre  positif  t]  et  une  fonction  y  ^=  $(.r), 
et  une  seule,  continue  pour  x  =  Xq.  et  satisfaisant  aux  con- 
ditions 

^=/[*(-^)]>         *(^o)=ro         pour         ia7  — .roi<Tj. 

Pour  démontrer  que  la  solution  est  unic^ue,  comme  il  est  dit 
dans  l'énoncé  ci-dessus,  il  est  nécessaire  de  modifier  légèrement 
les  conditions  du  théorème  I.  Voici  une  autre  forme  de  ce  théo- 
rème, où  l'on  peut  dire  que  la  solution  est  déterminée  d'une  façon 
unique  par  des  conditions  très  générales. 

Théorème  II.  — •  Soit  f{x^  y)  une  fonction  continue  de  x  et 
de  y  dans  le  domaine  R;  si  le  ciuo tient 

Q  ^  /(^^  y)—.f{^,  y) 
y— y 

est  défini  pour  tous  les  couples  de  points  distincts  {x,y)^ 
[x^y)  de  R,  il  existe  un  nombre  positif  y^  et  une  fonction 
unique  y  =  <ï>(a?),  définie  dans  V  intervalle  \x  —  .Tq  |  <^  y,,  pour 
laquelle  on  a 

et  cette  solution  o{x)  est  continue  pour  toute  valeur  de  x  telle 
cjue  Von  ait  \x  —  ^o  |  <  '/"i- 

Il  résulte  du  théorème  I  qu'il  existe  au  moins  une  solu- 
tion y  =  $,  [x)  qui  est  continue  pour  x  =^  Xq.  S'il  j  en  avait  une 
autre  y  =  ^2  (-2^)?  il  est  évident  que  le  quotient  Q^  serait  nul  pour 


au  moins  deiiv  couples  de  points  de  R.  Ainsi  la  solution  doit  être 
unique.  De  plus,  cette  solution  est  cerlaineuient  continue  en 
cliaque  point  de  l'intervalle,  parce  que  les  conditions  du  théorème  I 
sont  satisfaites  en  chaque  point  dont  les  coordonnées  satisfont  à 
l'équation  y  =  $  (•^)- 

3.  Cas  de  deux  équations  à  trois  ou  un  plus  grand  nombre 
de  variables.  —  Pour  le  cas  de  deux  équations,  nous  énoncerons 
seulement  l'analogue  du  théorème  II. 

Théorè:me  III.  —  Soient  J\{x,  }\.  Yi)  et  J'oÇr,  Vf.,  y-i)  deux 
Jonctions  des  trois  variables  a;.i'i,j'2<  définies  et  continues 
dans  le  domaine  R 

[\X  —  X^\<IU    IjKi— 7lO  I  </',    lj2  — 7-20  1  < /'], 

autour  du  point  fixe  -l'oi  J'ic  .^20-  Supposons  que,  pour  un 
choix  convenable  de  l'ordre  des  fonctions  J\  et  fo-,  et  des  deux 
variables  y^  et  l'o,  le  déterminant 


J  = 


/i  (^7  y\  -yi)  —f\{  -^1  ri  •  .Yî  )    A  (^.  ji-  y^  )  —  /■  (^^  ru  y^.) 

yi—yi  yi—y-2 

f-ii^, y\^ y-i)  —Ai^'  yi'  y -2)     A^-t^,  yi^yi)~A(^-  yu  r2) 


yi~yi 


y  2  —  y  2 


ainsi  c^ue  les  éléments  de  la  diagonale  principale,  soient  définis 

pour  tous  les  points  (  x^  >', ,  j'o  ),  (  x,  yt ,  j'o  ),  (x,  }^, ,  >'2),  de  R 
pour  lesquels  j  existe.  Alors  il  existe  un  nombre  positif  ti  et 
un  système  unique  de  deux  fonctions  >',  =  <I>,  [x],  J'2=  '^'2(^)7 
définies  si  l'on  a  \x  —  Xq\  <iy\,  pour  lesquelles  on  a 


(2) 


jio  =  *i(.ro),       fi[^,  'i'i(^),  *2(a^)]  =A(.^o,yio,y2o), 

J'20=*2(^0),  /'[-r,   *i(:ï-),   *2''-ï')]   =/2^^0,  ri0,r20), 


et  chacune  des  fonctions  <I),.  <I>o  est  continue  pour  toute  valeur 
de  X  de  V  intervalle  \x  —  x^\  <i'(^- 

En  effet,  puisque  par  hypothèse  le  dernier  élément  de  la 
deuxième  ligne  du  déterminant^  est  défini,  il  résulte  du  théorème 
{voir  la  note  du  paragraphe  2)  qu'il  existe  un  nombre  positif  Tj,  et 
une  fonction  continue  )'2  =  (ji{x,  V(  )  (et  une  seule),  définie  dans 
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le  domaine  |  x  —  Xo  |  <  r, , .  | .r ,  —  .r,  o  |  <  ■^,  i  •  lelle  que  Ton  a 

(3)      :}'io='.o(xo,y,o).      M^.yi:  ^'i{^'>^,yi}]=f■2(^o.y^o,y-o)■ 
Si  l'on  remplace  dans  la  fonction/,  (  .r.  ), .   l'o)  la  variable   lo  par 
cette  fonction  (o(x.  ))  ),  on  obtient  la  nouvelle  fonction 

qui  est  continue  si  l'on  a   jx  —  ./o  |  <  r,!-   \j'i  — J'io  |  <  ''i)-   ff  ^^ 
quotient 


Q.v.(^^)  = 


ri— ri 


calculé  pour  cette  nouvelle   fonction  est  défini.   Nous  avons  en 
effet  (') 

Qy,{Sf)=       = — 

Ji  —  7\ 

j'i  — ri 

/i  [  ^-  .>^i .  tt>  (  y,  y  1  )  ]  — /i  [ a-,  .r  1  ■  ^  '  3-,  ri  ^ ] 
io{x,yi)  —  io(x,yi) 

Lo{x,yi)~-io(x,  yi)^ 


j'i—yi 

d'après  la  formule  (3),  on  a  aussi 

ri— ri 

/al^^  ri-  tofa-,  ri  )]  — /o[3:-,  x,.   ojCj-.  ri  >]   co(3-.  .n")  —  tu  i  .r.  ri)  _ 

^{^,  yi)  —  ^i^,yi)  y-2—yi 

En  désignant  (o(  x.  }■^  )  par  jo.  il  est  évident  que  nous  aurons 

y  =  Q.v.(^)xE22, 

E22  désignant  le  dernier  élément  de  la  seconde  ligne  de  j.  Mais  y 


(')  S'il  y  a  deux  valeurs  de  y.  _v,  et  y^  pour  lesquelles  u){x.y^)  —  w(a:.  )\) 
les  démonstrations  suivantes  ne  s'appliquent  pas.  Mais,  dans  ce  cas.  il  est  évi- 
dent que  Qy=  Eu  est  défini. 


et  E22  "^ont  lous  les  deux  définis  par  hypothèse.  Il  en  résulte 
que  Q,  (r'')  est  liii-mrine  (h'fini,  pour  lous  les  couples  de  points 
distincts  (  x,  j',  ),  ( ./,  Ki  )  pour  lesquels  on  a 

D'après  le  théorème  II,  il  existe  un  nombre  positif  y,  <^  !^  et 
une  fonction  continue   >-,  =  <I>,(j:)  (et  une  seule),  telle  que  Ton 

ait 

jio  =  *i(.rd),  F[.r,  'Pi{x)]  =  Ff-r,,,  ji^); 

cette  fonction  est  continue  dans  l'intervalle  \x  —  JCo\<iri,  et 
vérifie  la  condition  Ij', — J'iol^COi  t'^^n^  cet  intervalle.  Si  nous 
posons 

les  deux  fonctions  o,  et  '^o  satisfont  aux  équations  (2),  et  elles 
sont  des  fonctions  continues  définies  pour  toutes  les  valeurs  de  x 
pour  lesquelles  |  j::  —  J'o  |  <  A- 

Ce  système  de  solutions  est  unique  dans  le  domaine  R.  Sup- 
posons en  effet  que  pour  une  valeur  particulière  de  x  telle  que 
l'on  ait  \x  —  XQ\<i'ff,  il  existe  un  système  de  valeurs  K),  ^2? 
différent  du  système  j',  =  <1>|  (x),  J'2=  ^2{-^)i  pour  lesquelles  on 
ait  aussi 

Il  en  résulterait  que  y  est  nul  pour  les  valeurs  j, ,  jo,  )),  l'a  elles- 
mêmes;  si  l'on  avait  )-2=  Va?  J  serait  nul  pour  une  valeur  quel- 
conque de  v'i- 

Le  théorème  III  est  ainsi  établi.  On  en  trouve  une  application 
assez  importante  dans  la  théorie  des  transformations  ponctuelles 
du  plan. 

Théorème  IV.  —   Soient 

v  =  (f(x,y),  t'o=  (?(  370,^0  ), 

une  Iransformation  ponctuelle  bien  définie,  où  les  Jonctions  f 
et  co  sont  des  fonctions  continues  dans  le  domaine  R 
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autour  du  point  {x^^  Vo)-    On  suppose  de  plus  que  le  détermi- 
nant 

A^, y)  —  f(^, .y)    f{^, .r)  —  f(^,.r} 


j  = 


x—x  y— y 

?*-^"-  y)  —  9\^:  y)    9(^1  y)  —  ?''^r  y) 


y 


Y 


ainsi  quun  élément  au  rnoins  de  chaque  ligne  et  de  chaque 
colonne  soit  défini  pour  tous  les  points  ix,y}^  (x,r),  (^1.}') 
de  K  pour  lesquels  J  existe.  Il  existe  alors  un  nombre  positif  r^ 
tel  que  la  transformation  inverse  est  déterminée  et  continue 
dans  le  cercle  de  rayon  t,  de  centre  (m„,  t'o)- 

C'est  en  effet  un  cas  particulier  du  théorème  III;  les  fonctions/ 
et  cp  pouvant  être  échangées  entre  elles,  ainsi  que  les  variables  x 
et  )',  on  peut  supposer  que  ce  sont  les  éléments  de  la  diagonale 
principale  qui  sont  définis. 

Remarquons  que  le  déterminant  /  peut  être  mis  sous  la  forme 


y  = 


fi^^y)   fi^,y)   f{^,y) 

?(^.r)     ?(^.j)     ?(^i7) 


x' 

X       X 

y' 

1 

y  y 
I    I 

A' 


A  l's 


du 


d'où  Ton  déduit  que  Ton  a  /=  —,  en  désignant  par  A   1  aire 

triangle  dont  les  sommets  sont  (x^y),  ix,  y).,  (iP,  j'),  et  par  A' 
l'aire  du  triangle  dont  les  sommets  sont  les  points  correspondants 
du  plan  (a,  r).  La  condition  que  J  soit  défini  signifie  que  les 
aires  A  et  A'  doivent  toujours  être  de  même  signe  ou  de  signes 
opposés. 

Les  théorèmes  habituels  sur  la  résolution  d'un  système  de  deux 
équations  à  deux  fonctions  inconnues  se  déduisent  des  théo- 
rèmes III  et  IV,  en  supposant  que  les  fonctions  données  ont  des 
dérivées  continues  par  rapport  aux  inconnues,  et  que  le  jacobien 
est  différent  de  zéro  au  voisinage  d'un  point  fixe.  Prenons  par 
exemple  le  théorème  IV,  et  supposons  que  le  jacobien 

dx     oy 
Ox      Oy 


J  = 
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existe  et  n'est  pas  nul  au  point  (x^,  .Ko)?  et  q^ie  tous  ses  éléments 
sont  continus  dans  le  voisinage.  'Nous  pouvons  écrire  le  premier 
élément  dey, 


f(^^.r)—f(^,.r) 


(a--(- 


r)  (o<0<i), 


et  mettre  les  autres  éléments  de  j  sous  une  forme  analogue. 
Puisque  les  éléments  de  J  sont  continus  dans  le  voisinage 
de  (a?o,J'o)'  il  est  clair  que  .1  sera  défini  dans  ce  voisinage  s'il 
n'est  pas  nul  au  point  {oCo,Xo)i  et  par  suite  /  sera  lui-même  défini 
dans  un  petit  domaine  autour  de  ce  point.  De  même,  puisqu'il  y  a 
au  moins  un  élément  de  J  dans  chaque  ligne  et  chaque  colonne 
qui  nest  pas  nul  au  point  (xo,  Ko)?  on  en  déduit  aisément  que  les 
autres  conditions  supplémentaires  du  théorème  IV  sont  aussi 
remplies. 

4.    Cas  générai.  —   Dans   le  cas  général,  on  peut  énoncer  le. 
théorème  suivant  : 


Théorème  V  .  —  Soient 


••  Jn), 


fui^^yi-y^.  ..., j'«), 


n  fonctions  des  n  +  i  variables  réelles  {x,  y, ,  jo Xn)  conti- 
nues dans  un  domaine  R  [|  x  —  Xo\<^h,  |  J7  —  j-,o|  <  h'\  autour 
du  point  fixe  Po(j"o,  J'io,  .)'2o<  ••■'  .r«o)-  Si  Von  peut  ranger  les 

fonctions '/\  .fn,  ...,/„,  et  les  variables  y i ,  y^ y,i  dans  un 

ordre  tel  que  le  déternii/iant 


«i« 


a„\       .  .  ■       Cl, in    I 


ou 


an. 


y'k  -  r  A-     '  ' 

ainsi  que  tous  les  éléments  de  la  diagonale  principale,  et  tous 
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les  inijieiirs  que  l'on  obtient  en  supprimant  les  i  premières 
lignes  et  les  i  premières  colonnes  (  ;  =  i ,  2 ,  . . . ,  /*  ),  soient  définis 
pour  tout  choix  des  points  qui  figurent  dans  l'énoncé,  pourvu 
que  ces  points  soient  dansVv  et  que  chaque  élément  de  J  existe, 
il  existe  un  nombre  positif  'i\  et  un  système  (et  un  seul)  de  fonc- 
tions }-i:=  (Si(x),  continues  dans  l'intervalle  \x  —  -fo|<'A> 
pour  lescjuelles  on  a 

^  JK/o=*i(^o), 

(4)  fi\T,<\^i(x),    <i>o_{3').     ...,    ^«ra?)]  =/,-(a7o,  710,^^20,    ...,JK„0,)î 

'  \yi—yi^\<h. 

Ce  théorème  se  réduit  au  ihéoi^èine  III  pour  n  =  3.  Nous  allons 
montrer  que,  si  le  théorème  est  vrai  pour  toutes  les  valeurs  de  n 
inférieures  à  N,  il  est  encore  vrai  pour  n  =  N. 

Les  conditions  de  l'énoncé  sont  vérifiées  pour  les  n  —  1  fonc- 
tions /o,  ...,/,i.  Si  Ton  suppose  le  théorème  vrai  pour  un  système 
de  ji  —  I  fonctions  continues  de  ./■  et  de  y  dans  le  domaine 
1^'  — ^'ol  <-'li,   L>'|— Jtol  <'^.e 

j'/=  w,(.r,  jKi  )         (i  =  '2.  3,  ....  n), 
qui  satisfait  aux  conditions 

(^  j  =  2 ,  3 ,  ....  n). 

Remplaçons  dans  la  fonction  /,  les  variables  jo 5  Xn  ••-  Vu  par 
les  fonctions  eu,;  nous  obtenons  ainsi  vine  nouvelle  fonction  de  x 
et  de  j'i  : 

^(^,  ri)  =/i[^>ri-  W2(ar,  jKi),  (03(3-,  jKi),  ...,  a)„(a",  Kl,)]. 

qui  est  continue  dans  le  domaine  défini  par  les  conditions 

Nous  allons  montrer  que  le  quotient 

ji—y-. 


—  li- 
es! il(''fliii.  Nous  avons  eu  etlet 

où  nous  avons  posé 

t>,,  =  ■ 

Ji— ri 

et  pour  /,  >  I , 

bii=    *       fii^^Ji-  ^ii^^y-i) w/,-_,(a7,  jKi;,  WA-     {T,j\)...]}^ 

cH-jx.  y\)  -  u}/,(x,  yr  ) 

y\    ; » 

si  (ji/f(.r,y\)  —  (x)/t(x,  }u)  n'est  pas  nul,  et  èu=o  si  ce  dénomi- 
nateur est  nul.  Puisque  les  équations  (5)  sont  vérifiées  ideuti- 
queuient  en  x  et  ),,  nous  avons 

/,[JF.  jk'i,  W2(.r,  jk'i),  ....  Mn(x*,y'„)]=/)[x,  yi,  ui,(x,  yi),  ...,  uin(x.yi)] 

(i  =  2,  3,  .,  .,  n) 


^ba=o, 


bih  se   déduisant   de  b^h  en   remplaçant  j ^    par  J i.    Si   nous  choi- 
sissons comme  il  suit  les  valeurs  des  y  et  des  y 

ri  =  yu      y\=y\. 

yi=tMi{x,  y^),         y'i=^i(3e.  y\),         yt^  <x.i{x.  y\)         (  >' =  2.  3.  ....  «), 

les  quantités  bik  sont   égales  aux  éléments   correspondants  de  / 

multipliés  par 

iu/,-(x.  y\)  —  lùiAx,  yi) 


Ck 


yi—yi 


Par  conséquent,  si  nous  multiplions  les  éléments  de  la  A"'«™« 
colonne  de  J  par  Ck  et  remplaçons  la  première  colonne  par  la 
somme  de  tous  ces  produits,  le  premier  élément  de  cette  colonne 
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devient  précisément  Q,  ,  et  tous  les  autres  éléments  de  cette 
colonne  deviennent  nuls.  Dans  cette  opération,  si  l'on  a 

la  valeur  de  j^)^  dans  la  A'^'"''  colonne  ne  doit  pas  être  remplacée 
par  la  valeur  correspondante  a)A(.r,j''i),  mais  les  conclusions 
restent  les  mêmes  parce  que  le  Ck  correspondant  est  nul.  On  a 
alors  dans  tous  les  cas 

AuQ,.(^'F)=y, 

A,,  étant  le  mineur  de  a,,  dans  y',  et  les  valeurs  des  y  ayant  été 
choisies  comme  il  a  été  dit  ])lus  haut.  Puisque  j  et  A, ,  sont  déii- 
nis,  par  hypothèse,  il  en  est  de  même  de  Q,, 5  c'est  ce  que  nous 
voulions  établir.  La  fonction  5'(x,  j',  )  remplit  alors  toutes  les  con- 
ditions du  théorème  H  dans  le  domaine 

1^  — •2"o|<''ii,  b'i— JKiol  < 'Oi- 

Il  en  résulte  qu'il  existe  un  nouibre  positif  Tj  et  une  fonc- 
tion )',  =  <!>,  (a?),  continue  pour  \x  ■ — .ro|<C''i  et  telle  que  l'on 
ait 

JKio=  *i(*-o),  ^[x,  <ï>l(^)]  =  §[xo,  *o(a7o)J, 

c'est-à-dire  telle  que 

y  10  =  *i(-ro), 

/îî^,  *2(ar),  w..[x,^i{x)\,  ....  co„[r,  <t>2(a")]  I   =  f-i{xo,  y^Q.  ...,J'«o)- 

Remplaçons  dans  les  fonctions  w/(;r,  j'j),  la  variable  y, 
par  cû,(a?);  nous  obtenons  ainsi  les  n  —  i  nouvelles  fonctions 

yi=^i{x)=.Mi\x,^^{x)\         {i  =  i,3,   ...,n) 

qui  satisfont  évidemment  aux  équations  (4). 

Comme  dans  le  cas  de  deux  équations,  il  est  évident  aussi  dans 
le  cas  général  que  ce  système  est  unique,  et  que  les  fonctions  <î>, 
sont  continues.  Il  faut  remarquer  aussi  que  la  variable  indépen- 
dante X  peut  être,  comme  plus  haut,  remplacée  par  un  système 
de  n  variables  indépendantes  a?,,  X21  •••,  x^. 

Il  est  aisé  de  voir  que  les  énoncés  habituels  se  déduisent  du 
théorème  V,  comme  plus  haut  pour  les  théorèmes  III  et  IV,  en 
supposant  que  les  dérivées,  limites  des  éléments  de  y',  existent  et 
sont  continues  au  voisinage  du  point  Pq,  et  que  le  jacobien  J  est 
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différent  de  zéro  en  ce  point.  En  elFel,  sous  ces  conditicins,  chaque 
élément  de  /  est  égal  à  l'élément  correspondant  de  J  en  un  point 
voisin  de  Vq,  et  /  est  défini  dans  un  certain  domaine  autour  de  ce 
point.  Quant  au\  contlitions  suppléuientaires  du  théorème  V,  il 
est  évideni  qu'il  v  a  au  uioius  un  élément  de  J  et  le  mineur  corres- 
pondant qui  sont  diU'érenls  de  zéro  au  [)oint  [-*„;  dans  ce  mineur,  il 
V  a  au  moins  un  élément  et  son  mineur  qui  ne  sont  pas  nuls  en  ce 
point,  et  ainsi  de  suite.  11  en  résulte  qu'il  est  possible  de  ranger  les 
fonctions  et  les  variables  dans  un  ordre  tel  que  tous  les  éléments 
de  la  diagonale  principale  de  J,  ainsi  que  tous  les  mineurs  qu'on 
obtient  en  supprimant  les  i  premières  lignes  et  les  i  premières 
colonnes  sont  dillerents  de  zéro  au  point  Pq-  Puisque  les  élé- 
ments de  J  sont  continus  dans  le  voisinage,  ces  éléuients  et  ces 
mineurs  seront  aussi  dillerents  de  zéro  dans  un  certain  domaine 
autour  de  Pp.  D'après  cela,  les  éléments  et  les  mineurs  de  corres- 
pondants de  J  seront  aussi  définis  dans  un  domaine  autour  de  Po, 
et  les  conditions  supplémentaires  du  théorème  \  se  trouvent 
remplies  (  '  ). 

On  a  donc  démontré  tous  les  théorèmes  usuels  sur  les  fonctions 
implicites  sans  parler  de  dérivées,  et,  pour  avoir  les  énoncés  habi- 
tuels, il  suffit  d'introduire  l'hypothèse  de  l'existence  des  dérivées 
dans  les  énoncés  plus  généraux  de  ce  Méuiolre.  Les  auteurs 
espèrent  pouvoir  discuter,  dans  un  autre  travail,  la  question  de 
l'existence  des  solutions  dans  un  domaine  plus  étendu. 


SUR  QUELQUES  REMARQUES  RELATIVES  AU  PROBLÈME  DE  PFAFF; 
Par  m.   E.   Goursat. 

Dans  des  recherches  antérieures  sur  les  Invariants  intégraux 
{Journal  de  Mathématiques^  6"  série,  t.  IV,  p.  33i-365;  Ibid., 
-/  série,  t.  I,  p.  24i-25()),  j'ai  été  conduit  à  étudier  des  systèmes 
d'éqviations  aux  différentielles  totales,  que  l'on  obtient  aussi  en 


(')  Il  est  aisé  de  voir  ([iie  J    est  la  liinile  dey,  lorsque   les  points  qui   figurent 
dans/  tendent  vers  I',,. 
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annulant  la  première  variation  de  certaines  intégrales.  Le  plus 
simple  de  ces  systèmes,  celui  que  l'on  obtient  en  partant  d'une 
intégrale  simple,  est  précisément  le  système  d'équations  différen- 
tielles bien  connu,  associé  à  une  forme  de  Pfaff.  En  considérant  ce 
système  comme  définissant  une  famille  d'extrémales,  on  établit 
sans  aucun  calcul  qu'il  est  complètement  intégrahle.  Cette  pro- 
priété peut  être  prise  comme  point  de  départ  pour  établir  Fexis- 
tence  d'une  forme  canonique  pour  toute  forme  de  Pfaff.  La  démon- 
stration est  très  voisine  de  celle  de  M.  Darboux,  quoique  un  peu 
différente  par  certains  détails.  Dans  un  autre  travail,  je  montrerai 
comment  on  peut  étendre  les  résultats  avix  systèmes  analogues 
provenant  de  la  variation  d'une  intégrale  multiple. 

On  ne  trouvera  donc  dans  ce  petit  article  que  des  résultats 
classiques.  Il  m'a  paru  intéressant  de  montrer  comment  ils  se 
rattachent  étroitement  au  calcul  des  variations,  ce  qui  les  rend 
presque  intuitifs  pour  la  ])lupart. 

\.  Considérons  d'abord  le  cas  de  trois  variables,  et  soient 
P(a;,  j-,  z),  Q(ic,  j-,  ^),  R(j-,j^,  ^)  trois  fonctions  continues,  ainsi 
que  leurs  dérivées,  au  moins  dans  un  certain  domaine.  Soit  I  l'in- 
tégrale définie 

(i)  \=   Ç  V  dx -^(ddy^V^dz, 

prise  le  long  d'une  courbe  quelconque  F  de  ce  domaine.  La 
première  variation  de  cette  intégrale,  quand  on  déforme  infini- 
ment peu  le  chemin  d'intégration,  a  pour  expression,  d'après  la 
formule  classique  {roiv^  par  exemple,  J.  Hadamard,  Calcul  des 
variations^  Chap.  II  ou  le  calcul  du  n°  3), 

■ (  oz  dy  —  oy  dz) 

6z        ôy  j  -^  -^        ' 

r—   \  {'■jX  dz  rjZ  dx) 

Ox        dz  J  ^  ^ 

4-    P(a7i,  jKi,-i)Aa7i -+-  Q(:f  j,  jki, -i)  •^Ji  +  R(^i,  Ji' ^i  ) -^-i 
—  [P(a7o,  JKo,  -Sq)  •^•'^0  —  Qf'^o.  Vo,  ^o)  V"  "^  R(!^o,  Jo-,  -^o)  A^u]- 

Dans  cette  formule,  oa;,  ojk,  oz-  désignent  les  premières  variations 
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des  coordonnées  d'un  |)()int  de  F;  (ro,  _)'o,  -o)  et  (x, ,  j'i,  ^i)  sont 
les  coordonnées  des  exlréinités  A  et  B  du  clieniin  d'int^ioration; 
A^„.  l)\t.  lz„  s(tut  Itvs  ('(iinposiintfs  du  déj)lacenient  infiniment 
petit  de  l'origine  A  quand  ou  passe  au  chemin  inriniment  voisin, 
et  AX),  A)",,  A^i  ont  une  signification  analogue. 

Supposons  d'abord  que  l'on  tasse  varier  le  clicuiiu  d'intégration 

sans  cluuiger  les  exlrémili's,  l(;s  termes  en  dehors  du  signe  /  dispa- 
raissent dans  l'exjH-ession  de  ol.  Les  extréniales  sont  les  courbes 
de  l'espace  (x,  j',  z)  telles  que  la  première  variation  ol  soit  nulle 
quand  on  passe  de  l'une  de  ces  courbes  à  une  courbe  quelconque 
infiniment  voisine  ayant  les  mêmes  extrémités.  Pour  que  ol  soit 
nul,  quelles  que  soient  les  variations  o.r,  oy,  oz  des  coordonnées  J7, 
j',  z  le  long  de  F,  assujetties  seulement  à  s'annuler  aux  deux 
extrémités,  il  faut  et  il  suffît,  d  après  un  lemme  fondamental  du 
calcul  des  variations,  que  les  coefficients  de  ox,  o)',  oz  sous  le 
signe  d'intégration  soient  nuls  en  tout  point  de  F. 

Ces  conditions  se  réduisent  à  deux,  et  les  éléments  du  premier 
ordre  des  courbes  cherchées  doivent  vér-fier  les  relations 

dx  dy  dz 

<3)  -  -r  _  _         __ 


dO        ôK  ôK        dP  ô?        dQ 

ôz         dy  c*./-         âz  dy        dx 

Les  exirémales  sont  donc  identiques  aux  courbes  de  tour- 
ùillon.  relatii-es  au  vecteur  (P,  Q,  R). 

Cette  remarque  explique  aisément  les  propriétés  d'invariance 
de  ces  lignes,  relativement  à  une  transformation  de  coordonnées, 
et  même  pour  tout  changement  de  variables.  Elle  explique  aussi 
très  facilement  la  conservation  des  lignes  de  tourbillon.  Soient, 
dans  un  fluide  en  mouvement,  u[x^  )',  ^,  i),  v{x^  y,  .z,  t), 
iv( X,  j',  z,  t)  les  composantes  de  la  vitesse  de  la  molécule  fluide 
qui  passe  au  point  (x,  j',  ^)  à  l'instant  t.  Si  la  densité  est  fonction 
de  la  pression,  et  si  le  fluide  est  soumis  à  des  forces  dérivant  d'un 
potentiel,  on  sait  que  l'intégrale  définie 


/' 


a  dx  -r-  V  dy  -f-  w  dz 
est  un  invariant  intégral  )elatif\  c'est-à-dire  que  la  valeur  de  cette 
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intégrale,  prise  à  Tinstant  f„  le  lonj^  d'une  courbe  fermée  quel- 
conque Cq,  est  égale  à  la  valeur  de  la  même  intégrale  prise  à  un 
autre  instant  t  le  long  de  la  courbe  fermée  C,  lieu  des  positions  à 
cet  instant  t  des  molécules  qui  étaient  sur  Gq  à  l'instant  ^o  (voir 
Appell,  Mécanique  rationnelle^  t.  III,  Chap.  XXX\  ).  Cela  étant, 
soit  A^B,,  un  arc  d'une  ligne  de  tourbillon  Fq  à  l'instant  t^,  et  F^ 
une  autre  courbe  infiniment  voisine  de  Fq  joignant  les  deux 
points  Ao  et  Bq.  Puisque  F  est  une  extrémale  pour  l'intégrale 


I' 


u(x^  y,  z,  ta)  dx-i-  v{x,  y,  z,  (o)cly  +  (^'(a",  y,  z,  Iq)  dz, 
la  différence  des  deux  intégrales 

/    uo  dx  -!-  Vq  dy  -¥-  n\  dz  —   /    Mq  d^  -^  v^,  dy  ^  Wq  dz 

est  un  infiniment  petit  d'ordre  supérieur  au  premier,  quelle  que  soit 
la  courbe  Fj,  infiniment  voisine  de  F^.  A  l'instant  ?,  les  molécules 
qui,  au  temps  /(,,  étaient  sur  l'arc  A^Bq  sont  sur  une  courbe  F 
joignant  deux  points  A  et  B,  et  les  molécules  qui  étaient  sur  F^ 
sont  sur  une  autre  courbe  F'  joignant  aussi  les  points  A  et  B. 
Puisque  l'intégrale 

dx  -^  i>  dy  -H  w  dz 


J 


est  un  invariant  intégral  pour  toute  courbe  fermée,  l'intégrale 
prise  pour  la  valeur  /,,  le  long  du  contour  fermé  composé  des 
arcs  Ffl  et  F,,  décrits  en  marchant  toujours  dans  le  même  sens  est 
égale  à  l'intégrale  prise,  pour  la  valeur  t,  le  long  du  contour  formé 
par  les  arcs  F  et  F'  en  marchant  toujours  dans  le  même  sens.  Cette 
égalité  peut  s'écrire 


/    Ua  dx  -^  Vq  dv  -i-  n>o  dz  —   /    «o  dx  -+-  Vq  dy  -r-  (l'o  dz 
=z  I    II  dx  -f-  V  dy  ^r-  w  dz  —   /    ii  dx  -r-  v  dy  -^  w  dz. 


toutes  les  intégrales  étant  prises  en  marchant  de  Aq  vers  Bo  ou 
de  A  vers  B.  Mais  le  premier  memijre  de  cette  égalité  est  un  infi- 
niment   petit   d'ordre   supérieur  au  premier,   quelle  que   soit  la 

covirbe  FJ,  ;  il  en  est  donc  de  même  de  la  différence    /  — •    /   ,  quelle 
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que  soit  la  courbe  F',  infiniineut  voisine  de  la  courbe  F  et  joignant 
les  points  A  et  B.   Ceci  exige  que  F  soit    une   extrémale  pour 


Finldgrale 


f' 


u  dx  -+-  V  dv  -i-  w  dz, 

c'est-à-dire,  nous  venons  de  le  voir,  une  ligne  de  tourbillon. 

2.  Ou  peut  aussi  rattacher  très  facilement  à  cette  propriété  des 
lignes  de  tourbillon  la  condition  d'intégrabilité  de  l'équation  aux 
diflérenlielles  totales 

(4)  P{x,y,z)dx-i-q(x,  y,  z)  dy -h  R(x,y,z)dz  =  o. 

Cette  équation  étant  supposée  complètement  intégrable,  c'est-à- 
dire  telle  qu'il  passe  une  surface  'intégrale  par  chaque  point  du 
domaine  considéré  dans  l'espace,  soit  S  une  de  ces  surfaces.  Nous 
allons  montrer  que  cette  surface  est  un  lieu  d'extrémales  de 
l'intégrale  I.  En  elfet,  pour  toute  courbe  F  située  sur  S,  on  a, 
par  hypothèse, 

l  =   r  P  dx  -h  Q  dy  -^  [\  dz  =  o. 

Or,  toute  variation  infinitésimale  de  F  peut  se  décomposer  en 
une  variation  tangentielle  à  S  et  une  variation  normale  à  S. 
Pour  toute  variation  tangentielle,  on  a  évidemment  ol  =  o.  Pour 
qu'une  courbe  F  de  la  surface  S  soit  une  extrémale,  il  suffit  donc 
que  la  variation  ol  de  l'intégrale,  qui  correspond  à  une  variation 
de  F  normale  à  S,  soit  nulle.  Or,  pour  une  variation  normale,  on 
peut  poser  (les  axes  de  coordonnées  étant  supposés  rectangu- 
laires) 

8x       0/  _  oj  _  ,  ^ 

T  ""  Q"  ~  "r  ~  '''''' 
et  ol  prend  la  forme 


(^-^J)'<^---4 


La   courbe  F  sera  donc  une   extrémale  si  elle   vérifie  l'équation 


XLIV. 
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différentielle  du  premier  ordre 

qui  détermine  une  famille  de  courbes  sur  la  surface  S. 

Toute  surface  intégrale  de  l'équation  (4)  est  donc  un  lieu 
d'extrémales,  ou  une  surface  de  tourbillons. 

En  particulier,  la  courbe  de  tourbillon  qui  passe  en  un  point 
quelconque  (^,  y,  ^)  doit  appartenir  à  la  surface  intégrale  S  qui 
passe  par  ce  point,  puisqu'il  ne  passe  qu'une  de  ces  courbes  par 
un  point  de  l'espace.  Cette  courbe  de  tourbillon  doit  donc  être 
normale  au  vecteur  (P,  Q,  R),  ce  qui  donne  précisément  la  con- 
dition d'intégrabilité 

^^  \dz         dy  j        ^\()x         Oz  )  \dy         Ox  j 

Inversement,  supposons  cette  relation  vérifiée;  elle  exprime 
que  l'intégrale  I,  prise  le  long  d'un  segment  d'extrémale  quel- 
conque, est  nulle.  Cela  posé,  soit  Cq  une  courbe  différente  d'une 
extrémale,  telle  que  les  coordonnées  (a^o,  JKo?  -^o)  d'un  point  de 
cette  courbe  vérifient  la  relation 

(7)  P(xo,  Jo,-3o)^^o+  Q(a:o,  ro, '2o)c?Xo-+-  R (3-0,^0,  z^)dz^=o\ 

ces  courbes  dépendent  d'une  fonction  arbitraire  et  il  en  passe  une 
infinité  par  chaque  point  de  l'espace.  Le  lieu  des  extrémales  issues 
des  difterents  points  de  Go  est  une  surface  2;  nous  allons  montrer 
que  cette  surface  "ïicst  une  surface  intégrale  de  V équation  (4). 
Considérons,  en  effet,  un  arc  d'extrémale  variable  Mo  M,  de  S, 
terminé  d'une  part  à  un  point  Mo  de  Cq,  d'autre  part  à  un  point 
Mj  (a?i,  j^i ,  ^))  d'une  autre  courbe  quelconque  C(  de  S.  La  valeur 
de  l'intégrale  I  le  long  de  cet  arc  Mo  M)  étant  nulle,  on  a 
aussi  ôI  =  o,  et  la  formule  générale  (2)  qui  donne  ol  devient,  en 
tenant  compte  de  la  condition  (^), 

(8)  P(a"i,jKi,^i)Aa:i4-Q(2-i,  jKi,-3,)  Aj'i-+-R(j-,,^,,  -Sj)  A^i  =  o. 

Cette  relation  s'applique  à  un  élément  linéaire  quelconque  de  la 
surface  S,  qui  est  par  suite  une  surface  intégrale  ('). 

(')  La  condition  d"inU'i;i'abiIitc  (G)  exprime  que  le  vecteur  (  I^,  Q,  R)  est,  en 
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3.    Consiclt-rons   iiuiiileiiaiit    une   forme   d,;    l' fa  11'  à    un  nombre 
quelconque  de  variables  indépendantes 

(9)  M  =  \i  (/Xi  —  .  ..-^  \„dT„, 

\,  .  .  .  N.^  étant  des  fonctions  de  x,,  ^2,  ...,:r„.  Ces  n  variables 
étant  regardées  comme  les  coordonnées  tl'un  point  dans  l'espace 
à  n  dimensions,  les  n  équations 

(10)  xi=fi{t)         (j  =  I,  2,  ...,  n), 

où  t  varie  de  ^n  ^^  ^i-  représentent  dans  cet  espace  une  variété  à  une 
dimension  ou  courbe  F,  et  l'intégrale  définie 

/     X,  dxi  -i- , . . -f-  X„  dxn, 

où  l'on  a  remplacé  Xi  par  fi{t)  et  dxi  par  /'■(t)dt,  est  encore 
appelée  une  intégrale  curviligne  prise  le  long  de  Y  et  représentée 


cli;i({ue  point,  normal  au  vecleur  tourbillon.  L'élcganle  niclliode  dinléj^ration  de 
M.  Joseph  Bertiand  consiste  en  réalité  à  obtenir  d'abord  les  surfaces  de  tourbil- 
lons, ce  qui  exige  l'intégration  du  système  (3),  puis  à  déterminer  la  fonction 
arbitraire  dont  dépendent  ces  surfaces  de  façon  que  le  plan  tangent  soit  normal 
au  vecteur  (  P,  O.  H). 

Sans  rien  emprunter  au  calcul  des  variations,  la  formule  de  Slokes  permet  de 
retrouver  très  simplement  la  condition  d'intégrabilité  par  une  métiiode  un  peu 
différente  de  la  méthode  classique.  Les  surfaces  intégrales  (  S  )  de  l'équation  (4) 
peuvent  être  définies  en  eflfet  comme  des  surfaces  telles  que  l'intégrale  I,  prise  le 
long  d'une  courbe  quelconque,  fermée  ou  non,  située  sur  S,  soit  nulle.  Au 
contraire,  d'après  la  formule  de  Stokes,  les  surfaces  de  tourbillon  ÏI  sont  telles 
que  l'intégrale,  prise  le  long  d'une  courbe  fermée  située  sur  £  soit  toujours 
nulle.  Il  est  évident,  d'après  cela,  que  les  surfaces  intégrales  S  sont  aussi  des 
surfaces  de  tourbillon  S,  et  par  suite  le  vecteur  tourbillon  doit  être  normal  en 
chaque  point  au  vecteur  (  P,  Q.  \\) . 

Réciproquement,  cette  condition  étant  satisfaite,  prenons,  comme  dans  le  texte, 
une  surface  de  tourbillons  1  engendrée  par  les  lignes  de  tourbillon  issues  des 
dilférents  points  d'une  courbe  C„  vérifiant  la  relation  (7).  Sur  cette  surface, 
considérons  une  courbe  fermée  F,  composée  d'un  arc  A^B,,  de  C,,  de  deux  arcs  A„.\. 
B„B  de  deux  lignes  de  tourbillon,  et  d'un  autre  arc  quelconque  AB  de  -.  Puisque  S 
est  une  surface  de  tourbillons,  l'intégrale  I  le  long  de  ce  contour  fermé  Y  est  nulle. 
Mais  les  intégrales  le  long  des  arcs  AjB^,  A„A,  B„B  sont  nulles,  en  vertu  des 
conditions  (6)  et  (7).  Il  en  est  donc  de  même  de  l'intégrale  prise  le  long  de 
l'arc  AB  de  T.  ([uel  que  soit  cet  arc,  et  par  suite  S  est  une  surface  intégrale  S  de 
l'équation  (4)- 
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par 


=j: 


Xi  dx^ 


,-t-X„  dx„. 


Quand  on  remplace  la  courbe  F  par  une  courbe  infiniment 
voisine,  l'intégrale  prend  un  accroissement  dont  nous  allons 
calculer  la  partie  principale.  Il  suffit  d'appliquer  à  ce  cas  particu- 
lièrement simple  la  méthode  générale  permettant  de  calculer  la 
première  variation  d'une  intégrale;  j'indiquerai  rapidement  le 
calcul.  Pour  cela,  imaginons  une  famille  de  courbes  variant  d'une 
manière  continue  avec  un  paramètre  a  et  se  réduisant  pour  a=  o 
à  la  courbe  F.  Soient  Xi  =  fi{t,  a)  les  équations  de  cette  famille 
de  courbes,  la  fonction ^/f^,  o)  étant  identique  kfiit). 

Nous  supposerons  que  les  limites  Iq  et  t^  sont  elles-mêmes 
variables  avec  a,  et  nous  avons  à  calculer  la  dérivée  I'(a)de  l'inté- 


grale définie 


(lo) 


t     " 


par  rapport  au  paramètre  a.  La  formule  classique  de  différentiation 
donne 

^    '  J,      Au\dxx    d%  dxn    d%  j  dt 

-/"iw„/= A)^^' 

'"    i=ï 

-^[ix,'/„/.,...,/„,fl  -êfi^'i^ 

En  intégrant  par  parties  la  seconde  intégrale,  on  peut  la  remplacer 
par 

Dans  le  produit  5l  =  r(a)oa,  on  a  sous  le  signe  d'intégration 
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les  ternies  suivanls,  en  posant  ojri=  -^oa, 

I        y  -^dtl  - —  cri  H- ...  -h  - —  0.^ 

I       Ad         \dxi     dt  dx„    dt        I 

OU,  en  permutant  les  indices  i  el  A  dans  la  seconde  intégrale, 

/A 

Quanlaux  termes  en  dehors  du  signe    /  ,   en  les  réunissant  on  a 
l'expression  suivante  : 
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dt 

n 
_'  =  ! 

àfi 
dx 

J<='o 


Pose 


/=/, 


«//,=  - T— ^         (i,  k  =  1,  -2,  ...,  n), 

dXl;  àXi 


^        d% 

i  =  l 

d\i       c)X/, 

nous  avons  pour  expression  générale  de  ol 
(  1 2)  ôl  =  r  y  y  rt ./.  rfa-,  c 


(II) 


iXA- 


-f-  (  Xj  Aari  -+-  Xî  Aj-2 


X„Ar„);' 


Remarquons  que  (A.r,)o,  (Ax2)o,  •••,(-^-^«)o  représentent  les 
composantes  du  déplacement  infiniment  petit  de  l'origine  du 
chemin   dintégi-ation    quand  on   fait  varier  a  de  oa,  et   (AX|)o 


<5Q    


(AiCa))»  •••?  (■^•^/,)i  ont  une  signification  analogue.  Si  donc  on 
fait  varier  le  chemin  d'intégration  sans  changer  les  extrémités, 
le  terme  tout  intégré  disparaît,  et  la  formule  générale  (12)  se 
réduit  à 

(12)' 


ÎI  =   /   Tj^  «'•/'■  dxi  03-/,. 


Plaçons-nous  dans  cette  hypothèse.  Pour  que  ol  soit  nulle, 
quelles  que  soient  les  variations  5j7,,  ...,  o.r,^,  le  long  de  F,  ces 
variations  étant  seulement  assujetties  à  s'annuler  aux  exti'émités, 
il  faut  et  il  suffit  que  les  coefficients  de  ox,,  0X0.  ...,  oj,,  soient 
nuls  en  tout  point  de  la  courbe  F,  c'est-à-dire  que  tous  les  élé- 
ments du  premier  ordre  de  cette  courbe  vérifient  les  relations 


Ci3)        au  dxi  —  ati  dx2 


.  -+-  a,ii  dx,i  =0         (  t  =  I , 


..,n). 


Nous  appellerons  encore  extrémales  les  courbes  satisfaisant  à 
ces  conditions.  Si  le  déterminant  de  PfafT 


(i4) 


est  différent  de  zéro,  ce  qui  ne  peut  arriver  que  si  n  est  pair,  les 
équations  (i3)  sont  vérifiées  seulement  en  prenant 


«u 

«12      • 

•  .      a\n 

«21 

O01 

.  •       Clin 

«m 

Clnl       . 

.  •       a  lin 

dx,  =  dxi  = 


d.r„ 


il  n  j  a  pas  d'extrémales.  Mais  si  A  est  nul,  il  y  a  une  infinité 
d'extrémales  dépendant  de  constantes  arbitraires  si  les  équa- 
tions (i3)  se  réduisent  k  n  —  i  équations  distinctes,  ou  de  fonc- 
tions arbitraires  si  elles  se  réduisent  à  n  — p  équations  (/>  >>  i). 

4.  L'expression  qui  figure  sous  le  signe  d'intégration  dans  ol 
et  le  système  (i3)  jouent  un  rôle  important  dans  la  théorie  du 
problème  de  PfafF.  En  particulier,  c'est  sur  leur  propriété  d'inva- 
riance qu'est  fondée  la  méthode  de  M.  Darboux  [Bulletin  des 
Sciences  mathématiques,  2'"  série,  t.  VI,  1882,  p.  i4-36,  49-<>8). 
Ces  propriétés  d'invariance  se  déduisent  d'une  façon  intuitive  de 
l'interprétation  qui  précède.  Supposons  en  effet  que  Ton  effectue 
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un  changement  de  \arlables 

(l5)  a.-,=  Cp,(>',,  J2,    ..  .,  J„)  (t  =   I,    '2,    ..  .,    «), 

la  forme  linéaiiv  w  se  change  en  une  nouvelle  forme  linéaire 
(le  difiérentielles 

(i6)  co'=  Y,  J/i-i-.  ..-I- Y„  <a>„, 

Y, ,  . . .,  Y^^  étant  des  fonctions  de  )', ,  jo,  . . .,  _}-^^,  et  l'intégrale  1, 
prise  le  long  d'une  courl)e  F  dans  l'espace  (a?, ,  j?o,  ...,  j:„),  se  change 
en  une  intégrale 

I  '  =   /    Yidji^  Y-,  dy.2  -+-...  -h  Y„  c?j-„ , 

prise  le  long  de  la  courber' de  l'espace  (jt^J'a,  •••5.>'«)?  qui  corres- 
pond à  la  courbe  T  de  l'espace  (j?,,  Xa,  ••.,  a"„)  par  la  transfor- 
mation (i5).  De  l'égalité  1  =  1',  on  déduit  que  les  premières 
variations  sont  égales,  81  =  oF.  Mais  on  peut  calculer  ol'  de  deux 
façons,  soit  en  partant  de  la  formule  générale  (12)',  ce  qui 
donne 

I        A 

soit  en  appliquant  la  formule  générale  du  changement  de  variables 
à  l'intégrale  BI,  et  remplaçant  en  même  temps  la  variation  oXi 
par 

--i-  OKi  -h  .  .  .  -i-  — ^  OVn- 

En  égalant  ces  deux  expressions  de  ol',  on  a  donc 

(17)  22  '^'''  ^^'  ^^''  ~  2  2  ^'''  '^^^'  ^■^''' 

t       A  /        A 

L'expression  qui  figure  sous  le  signe    /   dans  ol  est  précisément 

le  covariant  hiliiiéaire  de  la  forme  (.». 

11  est  évident  aussi  que  si  la  courbe  F  est  une  extrémale  pour 
l'intégrale  1,  la  courbe  F'  est  une  extrémale  pour  F,  et  inver- 
sement. Le  système  (i3)  est  donc  lui  aussi  un  système  covariant 
de  la  forme  w.  Après  la  transformation  (i5)  il  est  remplacé  par  le 


système 

(i8)  biidji-^.  ..-\-bi„dyn^o         (i  =  i ,  2,  .  .  . ,  «). 

Cinsidérons  encore  la  forme  à  n  4-  i  variables 
a-rt+i  (  X 1  c^r,  + . .  .  -^  X,j  dxn  )  +  afa:;,H-i , 

OÙ  J"«n  est  une  variable  auxiliaire.  Les  équations  différenlielles 
des  extrémales  pour  celte  nouvelle  forme  sont 

(  Xn+\  (  a/1  dxx  +  . .  .  -H  a,„  ^a:„  )  -+-  X/  o?J7„+i  =  0         (  t  =  i ,  2,  .  .  . ,  n  ), 
\  Xi  rf.ri -i-.  .  .-t- X„  ^a^,i=  o, 

rt/A  ayant  le  même  sens  que  tout  k  l'heure.  Des  11  premières  équa- 
tions on  déduit,  en  les  multipliant  respectivement  par  t/a?,,f/j72i  •••, 
dx^^  et  ajoutant 

dx,i^i  (  Xi  dx\  -4- . . .  -i-  X„  dx„  )  =  o. 

Si  dXu+\  =  o,  le  système  des  71  premières  équations  (19)  est  iden- 
tique au  système  (i3).  Si  dx„+i  ^o,  la  dernière  des  équations  (19) 
est  une  conséquence  des  ?i  premières.  Les  courbes  intégrales  du 
système 

an  dXi-i~.  .  .-h  aindXn  dXn+i  ,.  „  „s 

(20)         Y = Z {t  =  1,1,  .  .  .,  n), 

oh  l'on  regarde  x,i^i  comme  une  variable  paramétrique,  repré- 
sentent donc  les  projections,  dans  l'espace  à  n  dimensions 
(X),  X2,  ...,  x^j),  des  extrémales  de  la  forme  linéaire 

dXn+i-h  X„  +  ifO. 

11  est  évident,  d'après  cela,  que  ces  équations  forment  un  système 
covariant  pour  toute  transformation  de  la  forme 

OÙ  l'on  ne  change  pas  la  variable  auxiliaire  a:"„+|. 

Cette  propriété  du  système  (20)  joue  aussi  un  rôle  essentiel  dans 
la  méthode  de  M.  Darboux. 

S.   Nous  montrerons  encore  comment  on  peut  i\ittacher  au  calcul 


des  variai  ions  la  propriélc  ioudanieiitale  du  système  (i'^),  cVêtve 
complètement  intêgrable. 

11  faut  d'abord,  pour  cela,  présenter  quelques  remarques  gjéné- 
rales  sur  les  systèmes  d'équations  aux  dillerentielles  totales. 

Soit 

{■il)  A/i  <^.ri-f-.  .  .-t- A,„  rf.r,,  =  o         (i  =  i ,  2,  .  .  . , /») 

un  système  de  cette  espèce  se  réduisant  à  n  — p  équations  dis- 
tinctes (p^i),  dont  les  coefficients  Kih  sont  des  fonctions  quel- 
conques de  ^r,,  X21  •••,  oc^.  Si  ces  équations  forment  un  système 
complèlement  intêgrable,  le  système  (21)  est  équivalent  à  un 
système  de  la  forme 

(22)  rfP'i  =  o,        rfF2=o,         ...,        f/F„_/,  =  0, 

F|,  F2,  ...,  F„_^  étant  n  — p  fonctions  distinctes,  et  les  équations 

(23 j  Fi=L|,         Fo  ^  Cj,         •••)         r  «-p  = '-'n— /^ 

représentent  une  famille  de  00""/'  multiplicités  à  jy  dimensions  E^, 
telles  qu'il  passe  une  de  ces  multiplicités,  et  une  seule  en  général, 
par  tout  point  de  l'espace  (;r,,  .ra,  .. .,  x^).  Nous  appellerons  ces 
multiplicités  E^  les  multiplicités  intégrales  du  système  (21). 

Quel  que  soit  le  système  (21),  nous  appellerons  courbe  inté- 
grale toute  multiplicité  à  une  dimension  dont  tous  les  éléments 
infinitésimaux  du  premier  ordre  vérifient  les  relations  (21).  Une 
telle  multiplicité  est  définie  par  un  système  de  n  fonc- 
tions Xi=^fi{t)^  continues  et  admettant  une  dérivée  continue. 
Nous  supposerons  même  que  les  dérivées  /[{t)  peuvent  avoir  un 
nombre  quelconque  de  discontinuités  de  première  espèce. 
Si  /?  =  I,  le  système  (21)  est  toujours  complètement  intêgrable, 
car  il  se  réduit  à  un  système  de  /i  —  i  équations  dlfTêrentielles 
ordinaires,  et  les  courbes  intégrales  se  confondent  avec  les  multi- 
plicités intégrales  E^. 

Il  n'en  est  plus  de  même  si  l'on  a  y;  >- 1 .  Il  y  a  toujours  une 
infinité  de  courbes  intégrales,  dépendant  de  fonctions  arbitraires, 
puisque  l'on  peut  ajouter  aux  n  —  p  équations  équivalentes  au 
système  (21)  p  —  i  relations  arbitraires  entre  les  variables  Xi- 
Lorsque  le  système  (21)  est  complètement  intêgrable,  les  coor- 
données d'un  point  de  toute  courbe  intégrale  satisfont  aux  rela- 
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lions  (21)  et,  par  suite,  aux  relations  (23)  et  inversement.  En 
d'autres  termes,  si  le  système  (21)  est  complètement  intégrable ^ 
toute  courbe  mtégraleest  située  sur  une  multiplicité  intégrale^ 
et  réciproquement  toute  courbe  située  sur  une  multiplicité 
intégrale  est  une  courbe  intégrale. 

Considérons  en  particulier  l'ensemble  des  courbes  intégrales 
issues  d'un  point  quelconque  M  de  l'espace;  toutes  ces  courbes 
sont  situées  sur  la  multiplicité  intégrale  E^  qui  passe  par. M.  Par 
conséquent,  l  ensemble  des  points  de  V espace  que  Ion  peut 
joindre  à  un  point  quelconque  M  par  une  courbe  intégrale 
est  une  multiplicité  dont  toutes  les  courbes  sont  elles-mêmes 
des  courbes  intégrales. 

Cette  propriété  caractérise  les  systèmes  complètement  inté- 
grables.  Soit  en  efï'et  E'(M)  la  multiplicité  formée  par  l'ensemble- 
des  points  que  l'on  peut  joindre  à  un  point  M  par  une  courbe 
intégrale  du  système  (21),  jjouvanl  présenter  un  nombre  quel- 
conque de  points  anguleux  (c'est-à-dire  de  points  où  quelques- 
unes  des  dérivées  sont  discontinues).  II  est  évident  que,  par  tout 
point  M,  passe  une  de  ces  multiplicités,  et  que  la  multipli- 
cité E'(M')  correspondant  à  un  point  quelconque  M'  de  E'(M) 
est  identique  à  E'(M).  Ces  multiplicités  E'(M)  sont  au  moins  à 
p  dimensions,  car  les  tangentes  aux  courbes  intégrales  issues  d'un 
point  M,  qui  sont  toutes  situées  sur  E'(M),  dépendent  àe  p —  i 
paramètres  arbitraires. 

D'autre  part,  puisque  toute  courbe  de  E'(M)  est  une  courbe 
intégrale,  tous  les  éléments  linéaires  situés  sur  cette  multiplicité 
vérifient  les  relations  (21)  qui  se  réduisent  à  Ji — p  relations 
distinctes.  Ces  multiplicités  E'(M)  sont  donc  k  p  dimensions  et 
sont  des  multiplicités  intégrales  du  système  (21),  qui  est  par  suite 
complètement  intégrable. 

6.  Pour  démontrer  que  le  système  (i3)  satisfait  à  la  condition 
précédente,  nous  établirons  d'abord  devix  lemmes  : 

Lemme  I.  —  Soient  E2  une  multiplicité  quelconque  à  deux 
dimensions  composée  d'extrémales,  et  F  une  courbe  fermée  quel- 
conque située  sur  cette  multiplicité,  et  pouvant^ se  réduire  à  un 
contour  fermé  infiniment  petit  par  une  déformation  continue  en 


restanl  conslamment  sur  Ej;  l'iiilrgrale 


I 


prise  le  long  de  ce  contour  fermé,  est  nulle. 

On  pourrait  le  déduire  facilement  de  la  formule  de  Stokes 
généralisée,  mais,  au  point  de  vue  adopté  dans  ce  travail,  il  est 
préférable  de  le  déduire  de  la  formule  générale  qui  donne  ol.  Tout 
revient  à  prouver  que,  si  Von  fait  subir  à  une  ligne  quelconque  C 
de  Eo  une  déformation  infiniment  petite  dans  laquelle  cette  ligne 
reste  sur  Ei,  sans  changer  les  extrémités,  on  a  toujours  ol  =  o, 
quelle  que  soit  cette  déformation.  Si  la  courbe  G  est  elle-même 
une  extrémale,  la  propriété  est  évidente.  Si  G  n'est  pas  une  extré- 
male,  écrivons  la  formule  qui  donne  ol 

SI  =   /    > .  I    7 .  «//.  ox/,  \  dxi  ; 


=/2f2  "'•''■  ^^"''- 


puisque  la  multiplicité  E^  est  composée  d'extrémales,  on  peut 
supposer  que  dans  la  déformation  infiniment  petite  de  G,  cliaque 
point  de  G  décrit  un  élément  d'extrémale,  c'esl-à-dire  que  les 
variations  ox,,  SjCo,  . . .,  ox^  vérifient  les  relations 


>  a,7,  oj-/,  =  o        (  i  =  1 ,  2,  . . . ,  n ), 

k 


qui  sont  identiques  aux  relations(i  3),  d'après  l'identité  a/A-+-ctAt=o. 
On  a  donc  aussi  ol  =  o.  c.  Q.  F.  n. 

Lemme  II.  —  Soient  To  ime  extrémale  quelconque,  et  E2  une 
multiplicité  à  deux  dimensions  formée  par  une  suite  continue 
d'extrémales,  ditïerentes  de  Fo,  issues  des  divers  points  de  Fq  (ce 
qui  suppose  que  ces  extrémales  dépendent  de  fonctions  arbitraires); 
toute  courbe  située  sur  E^  est  aussi  une  extrémale. 

Gonsidérons  en  elTet  un  arc  de  courbe  F,  obtenu  en  prenant  sur 
chaque  extrémale  issue  d'un  point  Mo  d'un  arc  AqBo  de  Fq  un  point 
arbitraire  M,  et  limité  aux  deux  points  A  et  B,  situés  sur  les  extré- 
males qui  partent  des  points  Ao  et  Bo-  Tout  revient  à  démontrer 
que  F  est  aussi  un  arc  d'extrémale.  Pour  cela,  prenons  un  arc  de 
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courbe  quelconque  F',  infiniment  voisin  de  F  et  terminé  aux 
mêmes  points  A  et  B.  Par  chaque  point  de  F'  faisons  passer  une 
exlrémale  de  façon  que  le  lieu  de  ces  extrémales  soit  une  multi- 
plicité E!,  infiniment  voisine  de  Ej,  et  de  plus  que  IL,  et  Ej  aient 
en  commun  les  extrémales  AA^,  BBq  de  Ea;  ce  qu'on  peut  faire 
évidemment  d'une  infinité  de  manières.  Sur  cette  multiplicité  E'^, 
prenons  ensuite  un  arc  F'^,  infiniment  voisin  de  Fq,  et  terminé  aux 
deux  points  Aq,  Bo-  En  appliquant  le  lemme  précédent  à  chacun 
des  contours  fermés  AqFqBoBFAAo,  AoF„BoBF'A Aq,  qui  sont 
situés   l'un  et  l'autre    sur  des  multiplicités  d'extrémales,   on  en 

conclut  que  la  différence  des  deux  intégrales  /  —  /  ,  prises  de  A 
vers  B,  est  égale  à   la  différence  des  deux  intégrales     /    —    /    , 

prises  de  Ao  vers  Bq.  Mais  cette  dernière  différence  est  un  infini- 
ment petit  d'ordre  supérieur  au  premier  puisque  Fq  est  une  extré- 

male.  Il  en  est  donc  de  même  de  la  différence    /  —    /   ,   quelle 

que  soit  la  courbe  F'  infiniment  voisine  de  F,  et  par  suite  F  est 
aussi  une  exti'émale. 

Ces  lemmes  étant  établis,  la  proposition  que  nous  avons  en  vue 
s'en  déduit  immédiatement.  Nous  supposons  que  les  n  équa- 
tions (i3)  se  réduisent  à  /i — p  équations  distinctes,  p  étant  au 
moins  égal  à  deux,  de  façon  que  par  chaque  point  de  l'espace  il 
passe  une  infinité  d'extrémales.  Soit,  comme  au  n"  5,  E'(M)  la 
multiplicité  formée  par  les  extrémales  issues  du  point  M,  c'est- 
à-dire  le  lieu  des  points  que  l'on  peut  joindre  à  un  point  M  par 
une  extrémale  pouvant  présenter  un  nombre  quelconque  de  points 
anguleux.  Il  s'agit  de  montrer  que  tout  arc  de  courbe  AB,  situé 
sur  E'(M),  est  aussi  un  arc  d'extrémale.  Or,  soit  ApBo  un  arc 
d'extrémale  pris  à  volonté  sur  E'(M).  D'après  la  définition  même 
de  E'(M),  on  peut  joindre  un  point  quelconque  de  AB  à  un  point 
quelconque  de  AqBq  par  un  arc  d'extrémale  situé  sur  E'(M).  Si 
l'on  associe  ces  points  deux  à  deux  de  façon  que  ces  extrémales 
forment  une  suite  continue,  elles  engendrent  une  multiplicité  à 
deux  dimensions,  à  laquelle  on  peut  appliquer  le  second  lemme, 
et  par  suite  l'arc  AB  est  aussi,  d'après  ce  lemme,  un  arc  d'extré- 
male :  ce  qui  prouve  la  proposition  énoncée  au  début  du  n"  o. 
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7.  Cette  propriclé  du  système  (i3)  est  évidente  si  la  forme  lo 
est  ramenée  à  la  forme  réduite.  Nous  la  démontrerons  encore  d'une 
autre  f;\çon  en  nous  appuyant  uniquement  sur  la  propriété  d'inva- 
riance du  système  (i3),  relativement  ù  tout  cliangement  de 
variables. 

Le  théorème  peut  être  considéré  comme  exact,  si  le  détermi- 
nant A  n'est  pas  nul;  dans  ce  cas,  enefifet,  le  système  (i3)  est  équi- 
valent au  système 

dri  =  o,         dxi=  o,  ...,         dx,i=  o, 

et  l'on  peut  dire  qu'il  admet  n  intégrales  premières  distinctes 
ar,  =  Ci.         a:.2=Gî,  ...,         j-„=  G„. 

Le  théorème  est  vrai  aussi  si  les  n  équations  (t3)  se  réduisent 
an  —  I  équations  linéairement  distinctes;  elles  forment  alors  un 
système  de  n  —  i  équations  difTérentielles  ordinaires,  et  admettent 
par  conséquent  n  —  i  intégrales  premières  distinctes 

Reste  à  examiner  le  cas  où  les  n  équations  (i3)  se  réduisent 
k  p  équations  linéairement  distinctes  (p<in  —  i).  Ajoutons  à 
ces  p  équations  n  — p  —  i  équations  différentielles 

A,i  dxi  -H . . .  -!-  A,>j  dxn  =  o         (  /  =  1 ,  2,  .  .  . ,  «  —  /?  —  I  ), 

dont  les  coefficients  sont  des  fonctions  quelconques  des  variables  x,, 
choisis  de  façon  à  former  avec  les  p  équations  du  système  (i3)  un 
système  de  /i  —  i  équations  différentielles  distinctes.  1^'intégration 
de  ce  système  nous  fera  connaître  une  famille  de  courbes  extré- 
males  dépendant  de  /i  —  i  constantes  arbitraires.  Soient 

les  équations  de  cette  famille  d'extrémales.  Imaginons  maintenant 
que  Ton  fasse  un  changement  de  variables,  en  prenant  un  nouveau 
système  de  variables  (j'i,  y2^  ••.,  Vnji  où 

la  dernière  variable  j'„  restant  arbitraire,  à  condition  de  former 
avecj',,  ...,  j'rt_,  un  système  de  «  variables  indépendantes.  Parce 
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changement  de  variables,  la  forme  donnée  ^^)  est  remplacée  par 
une  nouvelle  forme 

to' =  Yi  dyi-\-..  .-h  Y ndyn, 

tandis  que  le  système  (i3)  est  remplacé  par  le  système 
(i8)  biidyi  +  ...-\-bindyn=o         (/ =  i,  2,  , . . ,  n), 

où 

Ce  système  (18)  doit  admettre  la  solution 

la  variable  r«  étant  arbitraire,  quelles  que  soient  les  constantes  C| , 
Co,  ...,  G/,_).  On  a  donc  identiquement 

b,n  =  O 

pour  toutes  les  valeurs  de  l'indice  i.  D'autre  part,  on  a  aussi, 
quels  que  soient  les  indices  i,  k,  /,  les  identités  faciles  à  vérilier, 

,    ,,  àb,/,        db/^i        Obii 

(24) \- h  -r =  o, 

àyi  àyi         dyk 

et  par  suite,  en  supposant  /=  /?, 

Les  nouvelles  équations  (18)  ne  renferment  donc  ni  >„  ni  dyn-,  et, 
par  le  changement  de  variables  précédent,  nous  avons  remplacé 
un  système  de  j»  équations  à  n  variables  par  un  système  équivalent 
■A  n  —  I  variables,  comprenant/)  équations  linéairement  distinctes, 

(18)'         biidyi-^.  .  .-¥-bi^n-ïdyn-\  =  o        {i  =  \, ->.,...,  n  —  \). 

Si  p  =  n  —  2,  le  système  (18)'  est  complètement  intégrable,  et 
par  suite  il  en  est  de  même  du  système  primitif  (i3). 

Si  p  <^  71  —  2,  le  nouveau  système  (18)'  est  de  même  nature  que 
le  système  (i 3);  en  d'autres  termes,  il  définit  les  courbes  extx'é- 
males  pour  une  intégrale  de  la  forme 


/ 


^1  ib^i  -^ . . .  -H  z„_i  f//.,-i 


1 
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i)ù  Z,,  Zj,  ...,  Zrt_  ,  ne  dt'pendeiil  que  dey,,  —  Vn-^-  En  effet,  la 
relation  (a/i)  étant  vérifiée  pour  toutes  les  combinaisons  d'in- 
dices t,  A ,  /,  on  peut  trouver  n  —  i  fonctions  Z/  de  j', ,  ...,  y^-,  J)'«_» 
vérifiant  les  relations  (  '  ) 

.      _  àZj_ dZf^ 

et  la  dillerence 

n  n  —  l 

i-i  i=l 

est  une  différentielle  exacte,  de  sorte  que  les  extrémales  sont  les 
mêmes  pour  les  deux  intégrales 


n  n.  —  1 


On  peut  donc  recommencer  la  mêiiie  transformation  sur  le  sys- 
tème (i8)',  et  ainsi  de  suite.  Il  est  clair  qu'on  finira  par  arriver  à 
un  système  de  p  équations  à  j»  +  i  variables  seulement,  c'est- 
à-dire  à  un  système  complètement  intégrable. 

8.  Du  théorème  précédent  on  peut  déduire  très  facilement 
l'existence  d'une  forme  canonique  pour  toute  expression  to,  en 
suivant  une  marche  très  'analogue  à  celle  de  M.  Darboux  dans  le 
Mémoire  cité  pkis  haut.  La  démonstration  comprend  plusieurs 
parties  : 


(')  La  proposition,  qui  est  classique  pour  «  =  3,  s'étaijlil  de  proche  en  proche 
par  l'écurrence.  On  satisfait  aux  relations 

07..         f)7.-        ,  ,  ■  0  \ 

— ^ =  b,:         (t  =  2,  3.  ...,  n) 

en  prenant 

z,  =  o,      z.  =  — /     ft,.rfri-^- r.(r2' --vr,.)' 

et,   en   suljstituant   clans  les  suivantes,  elles  deviennent,  en    tenant   compte   des 
telations  (24  ). 

^-;|^=*a(rJ.r: rJ         (/.A-=.,3,. ..,«). 

On  a  donc   un    système    de  même  forme  que    le  premier  avec   une   variable   de 
moins. 
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I.  Toute  forme  X,  dx^  +  .  . .  +  X„  clx,,^  pour  laquelle  le  déter- 
minant A  est  nul,  peut  être  i-amenée,  par  un  changement  de 
variables,  à  la  somme  d'une  forme  à  moins  de  n  variables,  pour 
laquelle  ce  déterminant  est  différent  de  zéro,  et  d'une  différen- 
tielle exacte  (qui  peut  être  nulle). 

Supposons  en  effet  que  les  n  équations  différentielles  (i3)  des 
extrémales  se  réduisent  à  p  équations  distinctes  {p  <<  /i),  ce  qui 
aura  toujours  lieu  si  /i  est  impair.  Puisque  ce  système  est  com- 
plètement intégrable,  il  admet/?  intégrales  premières  distinctes, 
et  l'on  peut  faire  un  changement  de  variables  tel  que  les  équations 
différentielles  des  extrémales  se  réduisent  à 


(25) 

Soit 
(26) 


rf/l  =  o, 


Y,  dy 


dy, 


Y„  dy„ 


la  nouvelle  expression  de  la   forme  de   Pfaff  considérée  après  ce 
changement  de  variables.   Le  système  d'équations  différentielles 


(27) 


bi\  dfi  -4- ...  -4-  bin  dy„  =0         (  t  =  i ,  2,  ...,«) , 


ou 


<iyk        àyi- 


doit  être  équivalent  au  système  (25).  Il  faut  et  il  suffit  pour  cela 
que  tous  les  coefficients  6/a?  où  l'un  des  indices  est  supérieur  àp, 
soient  nuls,  et  de  plus  que  le  déterminant 


6n 
bn 


b,. 


soit  différent  de  zéro,  ce  qui  exige  que  p  soit  un  nombre  pair. 
Si  dans  la  relation  générale  (24)  nous  prenons  pour  les  indices  i 
et  k  des  nombres  non  supérieurs  à  /},  et  pour  /  un  nombre  supé- 
rieur à  j9,  on  en  déduit  immédiatement  que  tous  les  coeffi- 
cients è//;,  où  t'^p,  A£/),   ne  dépendent  pas  de  j'^^(,  ...,jk„.   Ces 

coefficients  forment  donc  un  système  de  ^-— ^^- fonctions  des  p 
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variables  )',,  l'o,  ....  >-p,  vérillanl  les  relations  (a/i),  où  aucun  des 
indices  ne  dépasse  p.  On  en  déduit  comme  plus  haut  que  l'on 
peut  trouver  p  lonctions  Z,,  ...,  Z^  ne  dépendant  que  de  Vi, 
y.>,  —  }p,  vt'-riliant  les  relations 

07.,-       ÙZ,       ,  ^.    , 

La  diflerence 

n  p 

est  donc  une  difterentielle  exacte,  en  vertu  des  relations 
à\,        d\,..  _  dZi        d7n 

qui  sont  vérifiées  quels  que  soient  les  indices  i  et  k.  Cela  est  évi- 
dent si  aucun  des  indices  i  et  A"  n'est  supérieur  à^.  Si  l'un  des 
indices,  i  par  exemple,  est  supérieur  à  p,  on  a 

^  — —  =  /^=.o  Z=o  ^  =  o 

La  forme  de  PfafT  7   \idyi  est  donc  identique  à 

1 

p 
(•>8)  ^ZArfn-+-rfU, 

Z,,  ...,  Zp  ne  dépendant  que  de  )',,  j'.,  ...,  j'^,  et  la  fonction  U 
pouvant  se  réduire  à  une  constante;  le  cas  où  U  ne  dépendrait 
que  de  )',,  j'2,  ....  Vp  se  ramène  immédiatement  à  celui-là. 

IL  Toute  forme  de  Pfaff,  pour  laquelle  le  déterminant  A  est 
différent  de  zéro  (ce  qui  exige  que  n  soit  pair),  peut  être  ramenée, 
par  un  changement  de   variables,    à   une    forme  où    ne    figurent 

que  -  différentielles.   La  proposition  étant  exacte  pour  n  =  2,  il 

nous  suffira  de  démontrer  que,  si  elle  est  vraie  jusqu'à  une  cer- 
taine valeur  de  n,  elle  est  encore  vraie  pour  la  valeur  de  n  supé- 
rieure de  deux  unités. 

XLIV.  3 
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Soit  X,  dx^  +  ...  H-  X«  dx„  une  forme  de  Pfaflf  pour  laquelle  le 
déterminant  A  n'est  pas  nul.  On  peut  toujours,  et  d'une  infinité 
de  manières,  déterminer  un  facteur  e^-  de  façon  que  le  détermi- 
nant correspondant  pour  la  forme  e^(X,  d!j",  +  ...  +  X„  dXn)  soit 
nul;  en  égalant  ce  déterminant  à  zéro,  on  est  conduit  en  effet  à 
une  équation  aux  dérivées  partielles  du  premier  ordre,  et  1  on  s'as- 
sure aisément  que  l'une  au  moins  des  dérivées  de  \  figure  dans 
cette  équation  si  A  n'est  pas  nul  (on  i^eviendra  du  reste  sur  ce 
point  au  n"  10).  La  fonction  X  ayant  été  choisie  de  cette  façon, 
l'expression  de  Pfaff  e^'(X  ,  Jj:,  +  ...  +  X„  t/ic,,)  peut,  d'après  la 
proposition  précédente,  être  ramenée  à  la  forme 

Y j  f/^i  -f- .  . .  -h  Y,,  dy,, ^  du , 

Y,,  Yo,  ...,  \p  ne  dépendant  que  de  }',,  yo^  •••' JV?  et  la  fonc- 
tion U  pouvant  se  réduire  à  une  constante.  Le  nombre />,  qui  est 
forcément  pair,  est  au  plus  égal  an  —  2.  Le  déterminant  A  pour  la 

p 
forme  ^\/r/)'/  n'étant  pas   nul,  on  peut,  par  un  nouveau  cluui- 

1 
gement   de  variables,   le   ramener  à   une    forme  ovi  figurent  seu- 
lement -  différentielles,    puisque   le   théorème  est   supposé  vr.ii 
pour  les  formes  k  moins  de  n  variables.  Après  toutes  ces  transfor- 
mations,   la    forme  de    Puiff  e'-N  X/ <^/Xj    est  reuiplacée   par    une 

autre   forme,  oiJ   figurent  au  plus -\- i  =  —  différentielles; 

nous  verrons  tout  à  l'heure  qu'il  ne  peut  en  figurer  moins  de  -• 

H  en  est  pur  suite  de  même  de  la  forme  2,  ^i  d-^i- 

111.    Soit 
(  29 )  Y,  d>i  -f- . . .  -H  Y„  dy,i 

une  forme  de  Pfaff,  où  ne  figurent  que  n  différentielles  dyi ,  ...,<:/)■„, 
et  dont  les  coefficients  \i  dépen<lent  de  0.11  variables  j>',,  ...,  y-,n  : 
si  le  déterminant  A  n^est  pas  nuU  les  fonctions  ^  j,  ...,  \  u  sont 
des  fonctions  distinctes  de  y  a  jf.\i  •••lyi/i- 
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Ceci  revient  à  démontrer  que  le  jacohien 

^_  _D(Y,,  Yj,  ...,  Y„) 


t>(rn+i,  J«-H2,  ...,  y-in) 


est  clifTérent  de  zéro.  En  elfet,  si  l'on  avait  0  =  0,  on  pourrait  satis- 
faire aux  équations  diirérentielles  des  extrémales  de  la  forme  (29) 
en  prenant  </),  =  ...  =  <:/)-„=  o,  et  en  prenant  des  valeurs 
de  dy„^t,  ...,  dy-nti  'ton  toutes  nulles,  vérifiant  les  ji  équations 

dyn+\  -V- . . .  +  -T a>'2«  =  o, 


ày,i+l      •"  '  afin 


—  «r'.+  i  -+-...+ dy-in  =  o. 


Les  fonctions  \,,  ...,  \n  forment  donc,  avec  j'i,  ...,  y^i  un 
système  de  2/1  variables  indépendantes,  et  en  posant 

la  forme  de  Pfaffest  ramenée  à  la  forme  canonique 
Zydy  -^...-^-Zndyn. 

Il  résulte  de  ce  raisonnement  que,  lorsque  le  déterminant  A  n'est 
pas  nul,  on  ne  peut  l'amener  une  expression  de  Pfafrà2/i  variables 
à  une  forme  où  figurent  moins  de  n  différentielles. 

9.  Eu  rapprocliant  les  trois  parties  qui  viennent  d'être  démon- 
trées, on  en  conclut  immédiatement  que  toute  expression  de  Puifl 
peut  être,  par  un  changement  de  variables,  ramenée  à  l'une  des 
deux  formes  canoniques 

(a)  zydyi-^  Zidyi^...-^  z,,dy^, 

(^)  Zydyi-\-Zidyi-{-...-^Zpdyp-^dyp+u 

les  variables  (r/,  va)  étant  indépendantes.  Les  extrémales  corres- 
pondantes ont  pour  équations  différentielles 

dy^  =0,  . .  . ,         dyp  =  o  ;         dzy^  o,         , . . ,         dzp  =  o. 

Ceci  permet  de  déterminer  a  priori  le  tjpe  auquel  une  forme  de 
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n 

de  Pfaflf  donnée  ^  X/ <ix,-   est  réductible,   et   le   nombre  jp.    Le 

nombre  ip  est  égal,  en  effet,  au  nombre  des  équations  différen- 
tielles distinctes  qui  définissent  les  extrémales.  Pour  distinguer 
si  la  forme  appartient  au  type  déterminé  ou  au  type  indéterminé, 
il  suffît  d'observer  que  dans  le  preuiier  cas  l'équation  obtenue  en 
égalant  la  forme  de  Pfaff"  à  zéro  est  une  combinaison  linéaire  des 
équations  différentielles  des  extrémales,  tandis  qu'il  n'en  est  pas 
de  même  si  la  forme  appartient  au  type  indéterminé. 
Par  exemple,  pour  que  l'équation 

(3o)  Xi  (/a-j -+-.  .  .-I- X„  (/j-„  =  o 

soit  complètement  intégrable,  sans  que  le  premier  membre  soit 
une  différentielle  exacte,  il  faut  et  il  sufiit  que  les  équations  dif- 
férentielles des  extrémales  se  réduisent  à  deux  équations  dis- 
tinctes, et  que  l'équation  (3o)  en  soit  une  combinaison  linéaire. 
On  peut  vérifier  que  ces  conditions  sont  suffisantes  par  un  raison- 
nement analogue  à  ceux  des  n°^  5-6.  En  eff'et,  puisque  les  équa- 
tions différentielles  des  extrémales  se  réduisent  à  deux,  ces 
courbes  sont  distribuées  sur  des  multiplicités  E,,_2  -a  n  ■ — i  dimen- 
sions dépendant  de  deux  constantes  arbitraires,  et  toute  courbe 
située  sur  l'une  de  ces  multiplicités  est  une  extrémale.  De  plus, 
l'intégrale 

Xj  dxi  -H. .  .-t-  X„  dxn, 


I^ 


prise  le  long  d'un  arc  d'extrémale  quelconque,  est  nulle.  Cela 
étant,  soit  Fq  une  courbe  de  l'espace  an  dimensions,  autre  qu'une 
extrémale,  dont  tous  les  éléments  du  premier  ordre  vérifient  la 
relation  (3o).  Les  multiplicités  E„_,,  qui  passent  par  les  différents 
pointsdeFo,  forment  une  multiplicité  £«_,,  et  toutes  lescourbesF 
situées  sur  E„_,  vérifient  la  relation  (3o).  Il  suffit  de  reprendre  le 
raisonnement  du  lemme  II  (n°  5);  E„_,  est  donc  une  multiplicité 
intégrale  à  /i  —  i  dimensions,  et  il  passe  évidemment  une  multi- 
plicité de  cette  espèce  par  un  point  quelconque  de  l'espace  à 
n  dimensions. 

La  généralisation  de  la  métliode  de  M.   J.  Bertrand  (Forsyth, 
Theory  of  dijferential  équation^  Part  I.  p.  20)  consiste  à  déter- 
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miner  d'aboiJ  les  extrémales,  puis  à  faire  un  cl»an*;eineiit  de 
variahles  tel  que  les  deux  intéi;rales  premières  des  «;quat ions  diffe- 
renliclles  des  extrémales  soient  précisément  t/)-,  =  o,  dy.2=o. 
L'équation  à  intégrer  se  change  alors  en  une  équation  difleren- 
tielle  ordinaire  à  deux  variables^',  el  y-^.  Il  semble  qu'on  aug- 
mente ainsi  la  ditdculté  du  problème,  puisqu'il  faut  d'abord 
obtenir  les  extrémales  de  la  forme  considérée.  En  réalité,  il  n'en 
est  rien,  car  si  l'on  a  intégré  l'équation  SX/d!j7,-=  o,  on  a  par  là 
même  mis  2X/J:r/  sous  la  forme  y^  dyt,  et  l'on  a  par  conséquent 
ramené  les  équations  dilïerentielles  des  extrémales  à  la  forme 

dyi  =  o,         dy,  =  o. 
10.   Je  terminerai  par  une  remarque  relative  au  cas  où  le  déter- 

n 

minant  A  correspondant  à  la  forme  ^  X/ rfj:/  u.'est  pas  nul.   Pour 

1 

n 

que  le  déterminant  A'  correspondant  à  la  forme  e'->^  X,- o?J?/  soit 

nul,  il  faut  et  il  suffit  que  les  équations  suivantes,  qui  définissent 
les  extrémales  pour  l'intégrale    /  e^SX,</j7/, 

(-}  \        ;   "'»  ^^t  -^ .  .  .  -H  cr,„  dx„  -hXidX—  j-^l  ^  Xa  dx/,  1  =  o 

'  (i  =  r,  2,  . . .,  n) 

soient  vérifiées  par  des  valeurs  non  toutes  nulles  de  dx^, 
dx^t  •••,  dx,i.  En  éliminant  dxt,  dx^,  ...,  dx,i  entre  ces  n  équa- 
tions homogènes,  on  obtient  une  équation  aux  dérivées  partielles 
du  premier  ordre  en  X.  Au  lieu  de  chercher  la  solution  générale, 
cherchons  à  déterminer  X  de  façon  que  les  équations  (3i)  soient 
vérifiées  par  des  valeurs  non  toutes  nulles  de  dx^,  ...,  dx„,  satis- 
faisant aussi  à  la  relation 

(  3-2 )  X,  dxi  -i-, .  .  -f-X„  dT,t  =  o. 

Les  équations  (3i)  se  réduisent  alors  aux  suivantes  : 

(33)  a,idxi-^.  .  .-h(ii„  dx/t-i-Xidl  =  o         (t  =  i,  2,  . .  .,  n). 

Réciproquement,   si    les  équations  (33)    sont  vérifiées  par  des 
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valeurs  non  toutes  nulles  de  f/a?),  r/x.j,  ...,  dx„^  ces  valeurs  des  dxi 
vérifient  aussi  la  relation  (32).  En  effet,  en  multipliant  les  Ji  équa- 
tions (33)  par  dXi,  ...,  dx,i  respectivement,  et  ajoutant  les  équa- 
tions obtenues,  il  vient 


rfX(Xi  dxi 


X„  dx„)  =  o. 


On  ne  peut  supposer  d\=^o,  puisque  par  hypothèse  les  équa- 
tions (33),  où  Ton  fait  c?).  =  o,  sont  incompatibles  pour  des 
valeurs  non  toutes  nulles  de  dx\,  ...,  dx,,-  Ces  valeurs  des  dxi 
vérifient  donc  aussi  la  relation  (32),  et  tout  revient  à  déterminer  A 
de  façon  que  le  déterminant  des  équations  (33)  développées  soit 
égal  à  zéro,  ou  encore  à  déterminer),  de  façon  que  les  ji  -+-  i  équa- 
tions en  dXi,  ...,  dXni  d^^^ 


i   an  dXi  —  .. 

(34)  dl 


iJXi 


dxi 


.  -+■  ain  dx„  -H  X;  ffX  =  o         (  t  =  I ,  a,  . . . ,  n ), 


àXn 


dx,i  —  <Y),  =  o 


soient  compatibles.  Il   faut  et  il  suffit  pour  cela  que  A  soit  une 
intégrale  de  l'équation  aux  dérivées  partielles 


(35) 


F(>0  = 


«11 


««1    . 

.        ftnn 

d\ 

ôl 

(JXi 

OX,, 

x„ 


Cette  équation  contient  nécessairement  quelques-unes  des  déri- 
vées de)v;  pour  que  toutes  ces  dérivées  disparaissent,  il  faudrait 
que  le  déterminant  formé  par  les  mineurs  du  premier  ordre  de  A 
soit  nul,  ce  qui  n'est  pas  puisque  A  lui-même  n'est  pas  nul.  Ayant 
déterminé  une  solution  A  de  cette  équation,  les  équations  diffé- 
rentielles (33)  définissent  les  extrémales  de  l'intégrale 


Je'>'^Kidxi, 


mais  on  remarquera  que  A  ne  figure  dans  ces  équations  diff"éren- 
tielles  que  par  sa  différentielle  c/A,  de  sorte  que  l'on  peut  déter- 
miner ces  extrémales  sans  connaître  la  fonction  ).  elle-même.  Il 
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su  Hit  poiii'  cela  (rinl(''i;r('r  le  syslèiue  d'éqiuilions  difToreiiLlelles 

(3b)  ^ =  ^ =... 

identique  au  sjslèine  (20)  signalé  plus  haut  (a"  4),  Soient 

y*i  =  ''i»     .A  =  G2,      ....     //(-!  =  c„_i, 

l'intégrale  générale  de  ce  système.  Si  l'on  prend  un  nouveau 
système  de  variable  (  Vn  V-i^  •••?  Vu)^  .)'i7  .>'2-  •■1  Xn-i  étant  iden- 
tiques ;i  y',,  /o,   ///-i.    Il    dernière    variable   V//   i)Ouvant   être 

choisie  à  volonté,  on  a  vu  plus  haut  (n"  9)  que  e' (SX/ Jj^,)  se 
change  en  une  expression  de  la  lornie 

Yi  <^/ji -H  .  .  . -H  Y„_,  O'jn-i -+- rfU, 

\,,  \.2i  •■■,  ^ti-\  ne  dépendant  que  de  )',,  ^^2,  ...,  y„-i-  Mais 
dans  le  cas  actuel  dl]  doit  être  nul,  car  les  équations  (3()),  qui 
sont  identiques  à  f/),  =  o,  ...,  <:/>„_,  =  0,  entraînent  la  rela- 
tion I,liidxi=  o.  On  a  donc 

X,  dxi-i-.  ..-+-  \„dT,i=  e-'-(Y,  «iji  H- . .  . -4- Y„_,  rfjKn-i); 

par  suite,  si  Ton  fait  le  changement  de  variables  précédent  dans 
la  forme  SX/f/j?,,  on  voit  qu'après  cette  transformation  elle  ne  con- 
tiendra pas  dy,i,  et  les  rapports  des  coefficients  de  c^Kn  .-•,  dy'n-x 
seront  indépendants  de  y„.  Onaui-a  donc  mis  l'expression  SX/<ij7/ 

sous  la  forme 

•^.(  Yi  <5(ri -H  •  •  • -i- Y„- 1  rfj-n-l  ), 

la  variable  }'„  ne  figurant  que  dans  le  facteur  K. 

La  méthode  qui  précède  est  absolument  identique  dans  la 
marche  des  calculs  à  celle  de  M.  Darboux  {loc.  cit.,  p.  2.1-22). 
Leur  interprétation  seule  est  légèi-ement  différente. 
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SUR  QUELQUES  SURFACES  RÉGLÉES  A  DIRECTRICE  RECTILIGNE; 
Par  m.   Barué. 

I.  La  surface  réglée  la  plus  générale  admettant  une  directrice  rec- 
tiligne  peut  évidemment  être  représentée,  la  directrice  étant  prise 
pour  O^,  par  les  équations 

(l)  ar  =  pcosçr,        j^'=psin(p,         ^  =  rt((p)p -+- 6(cp). 

Les  surfaces  de  vis  et  les  surfaces  de  vis  de  seconde  espèce  (  '  ) 
rentrent  dans  ce  type  et  l'équation  de  leurs  asymptotiques  en 
termes  finis  est  de  la  forme 

<2)  =  ^- 

P  Pl  Po 

(po,  p,  =  const.,   ?i  =:  i   dans  les  surfaces  de  vis,  /i  =  2  dans  les 
surfaces  de  vis  de  seconde  espèce). 

Cette  remarque  suggère  l'idée  de  rechercher  celles  des  surfaces 
réglées  à  directrice  rectiligne  dont  les  asymptotiques  sont  données 
par  l'équation  (2)  dans  laquelle  n  a  une  valeur  quelconque,  cette 
étude  semblant  devoir  être  particulièrement  intéressante  pour 
n  entier.  Dans  ce  dernier  cas,  on  obtiendra  une  suite  dénombrable 
de  surfaces  dont  les  surfaces  de  vis  des  deux  espèces  constitueront 
les  deux  premiers  termes.  Nous  commencerons  par  résoudre  un 
problème  un  peu  plus  général. 

IL  Problkme.  —  Déterminer  les  sur/aces  réglées  à  directrice 
rectiligne  dont  les  asymptotiques  aient  pour  projection  ortJio- 
gonale^  sur  un  plan  perpendiculaire  à  la  directrice^  des  courbes 
dont  V équation  polaire,  en  prenant  pour  pôle  le  pied  de  la 
directrice  sur  le  plan  de  projection^  soit 

(3)  •=-l-+/(ç), 

P        P' 

(')  Nous  avons  dcCini  antérieurement  ces  dernières  surfaces  :  ce  sont  celles 
pour  lesquelles 

i  = /i^(p  —  p„)  tp         (/jj,,  p„  =  const.). 
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où  0|  est  une  constante  dont  la  t^aleur  caractérise  chaque 
asymptotique  et  /{<->)  une  Jonction  donnée  de  l'argument  a. 

Ce  problème  peut  s'énoncer  sous  une  forme  plus  f;éoméLrlqu<! 
qu'on  déduit  immédiatement  de  l'examen  de  l'équation  (3).  Il  n'est 
autre  que  le  suivant  : 

Déterminer  toutes  les  surfaces  réglées  à  directi-ice  recti- 
ligne  dont  les  asymptotiques  aient  pour  projection  orthogonale 
sur  un  plan  perpendiculaire  à  la  directrice  rectiligne  lajamille 
de  courbes  formée  par  les  inverses  d'une  famille  de  courbes 
conchoïdales  par  rapport  au  pied  de  la  directrice  sur  le  plan 
en  question. 

On  trouve  sans  peine  pour  l'équation  difTérentielle  du  second 
système  d'asymptotiques  de  la  surface 

(4)  p[(a-^a")p-^b"]  —  -ib'-^  =  o, 

ou  encore,  en  divisant  par  p-  l'équation  précédente, 

.  ."    Ad 

(ibis)  a -\- a  -i h  ib  — -p —  =  o. 

L'équation  (4  bis)  linéaire  en  -  s'intègre  immédiatement (').  On 

P 
pourrait  partir  de  son  intégrale  générale  pour  résoudre  la  question 

que  nous  traitons.  Il  nous  parait  préférable  d'opérer  directement. 

Pour  que  le  problème  soit  résolu,  il  faut  et  il  suffit  dès  lors  que 

les  fonctions  a  el  b  satisfassent  à  l'équation 

(5)  a  +  a"-+-  6"M-  -+-/(?)     -t-^-^'/'C?)  =  o- 

Mais  cette  équation  doit  être  vérifiée  quelle  que  soit  la  valeur 
de  |0,,  ce  qui  exige  b"  =  o;  par  un  choix  convenable  des  coordon- 
nées on  voit  qu'on  ne  restreint  pas  le  problème  en  prenant  sim- 
plement 

b  =  bt)<T>         (6,)  =  const.); 


(  ')  Il  fallait  s'atlendre  à  cette  réduction  de  la  recherche  des  asymptotiques  à  la 
rt'solution  d'une  équation  linéaire  à  cause  de  la  présence  de  la  directrice  recti- 
liiine. 
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en  définillve  les  surfaces  cliercliées  sont  déterminées  par  les 
conditions 

(6)  b  =  bo^,         a -^  a" -\- -ibo  f  {'^)  =  o, 
d'où  l'on  tire  enfin 

(7)  b  ^  b()'^,     a  =  ido     co«o   /     y ' (cp)  s i n  tp  ^/o — sinoi     f'{'Y)cosodo\; 

formules  dans  lesquelles  (')  les  limites  inférieures  des  intégrales 
sont  intentionnellement  laissées  indéterminées.  On  peut  à  chacune 
d'elles  donner  unevaleur  arbitraire  quelconque. 

Avant  d'aller  plus  loin,  nous  ferons  observer  que  les  formules  (<i) 
sont  susceptibles  d'une  interprétation  géométrique  intéressante; 
pour  la  première,  c'est  évident  :  V ascension  le  long  de  la  direc- 
trice du  point  d^ appui  de  la  génératrice  est  proportionnelle  à 
l'azimut  de  celle-ci. 

De  la  seconde  on  tire  immédiatement  la  conclusion  suivante  : 
Si  [rt]  est  une  solution  de  cette  équation,  la  solution  générale 
est 

(8)  a  =  ?n  coso  -h  n  sin'^  -(-[«]         (m,  n  —  const.  ). 

En  portant  ces  valeurs  dans  les  équations  (i),  on  en  conclut  que 
si  [:;]  correspond  à  la  surface  définie  par  [a],  la  solution  générale 
sera  donnée  par 

(y)  z  =  [z]^  mx^ny. 

Comme  m  et  7?  sont  des  constantes  quelconques,  on  obtient 
ainsi  un  mode  immédiat  de  génération  de  toutes  les  surfaces  cor- 
respondant à  une  même  fonction  f,  en  supposant  connue  l'une 
d'elles  :  on  obtient  Vune  quelconque  des  surfaces  cherchées  en 
ajoutant  sur  chaque  ordonnée  de  Vune  d'elles  la  valeur  de  l'or- 
donnée correspondante  d'un  plan  absolument  quelconque  (-); 

(')  L"intéyralion  par  pai'ties  permet  d'écrire  aussi  pour  la  seconde 

{■^bis)  a= — 2è    cos'j/     /cosa  f?-j -1- sin  9  /     /sinarfa     • 

(')  Il  semlilerait,  d'après  la  formule,  qu'il  faille  ajouter  :  passant  par  rorif;ine, 
la  suppi-ession  de  cette  restriction  est  sans  importance.  On  obtient  tles  surfaces 
qui  ne  ditïèrent  que  par  un  déplacement  de  translation  d'ensemble. 
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le  lifii  (les  p()lIll^  ()lttt'iiii-<  csl  une  surlace  solulion  de  la  (juestion 
ot,  en  prenant  tous  les  plans  possibles  passant  par  un  point  lixe 
quelconque,  on  trouve  toutes  les  solutions. 

111.    Revenons   iiiainlcnant  au  problème  posé  au  tb-but  de  cette 
t'tude.  Ivi  fonction  f{o)  se  n'duit  à  ■^—  et  la  seconde  équation  ((3) 
devient 
(6  Ois  )  a  -\-  a  -\ o«-i  =  o. 


Lorsque  n  est  entier  et  positif,  on  a  immédiatement  une  solution 
particulière  de  celte  équation 

[a]  = ; —  ['f"~'—  ('«  —  I)  '  "  —  aj'^"-^  — .  .  . 

—  (—1  )'Vn —  I)  (/«  — •^)  ...(«  —  ■?./?—  1  )(«  — 2/>) -f  "-2/' -'  —  .. .], 

et  par  suite  la  surface  la  plus  générale  répondant  à  la  question  est 
définie  par  les  équations 

i-  =  ;  COS'^, 


(S) 


y=  p  sin 


-  =  ;  •  a  cos' 


y  sin  o  —  o/i  — 


I  X  ['-p"-'  —  (n  —  i}[n  —  -i  )  ^"-■'  ^.  ..-f-  (—  I  )/' 

I  X  ( n—  i )(n—-2){n—'i ). . .(n—ip—  i)in — •2/>;c5«-2/'-'-^...]  '  -+-  6o'-p. 

Lorsque  l'exposant  /i  n'est  plus  un  entier  positif,  les  formules 
d'intégration  (-)  résolvent  toujours  ibéoriquement  le  problème, 
mais  on  ne  trouve  plus  de  solution  particulière  simple  comme 
dans  le  cas  précédent.  Arrêtons-nous  par  exemple  au  cas  où 
71  =  —  I  . 

On  trouve,  en  appliquant  la  formule  (~  bis), 

a=  IsiiT-i   /      ^</c  — cosc   /  ,.      "r    . 

?o    l  J  '■?  '  'J  "  J 

Les  intégrales  du  crocbet  sont,  comme  on  sait,  irréductibles  aux 
fonctions  élémentaires.  On  pourra  expliciter  les  constantes  d'inté- 
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f;ration  en  écrivant  la  formule  précédente 

a  =  • I  a  C0SC2  -+-  p  sino  -+-  sino  / aœ  -+-  costp  / ao  I . 

IV.  Un  cas  tout  à  fait  intéressant  du  problème  général  étudié  au 
paragraphe  II  est  celui  où 


Al( 


y(cp)  =  — coso         (m  =  const.). 


I  I  I 

-  = i coso, 


P        pi 
formule  qu'on  peut  écrire 

'  '    r  1  /  Pi 

-  =  —    I  -+-  e  cos  o  e  =  — 

P        pi  \  ^" 

Ces  courbes  sont  des  coniques  confocales  de  même  axe  focal.  La 
formule  générale  (7  bis)  donne  ici 

a  =  acos«pH-psincp [^  cosç  H —  sino  I. 

Conformément  à  ce  qui  a  été  dit  plus  haut,  il  suffit  d'étudier  la 
surface  particulière  représentée  par  l'équation 

z  = I  tî  costp  H —  sinç  j  p  -i-  6o<p. 

V.  Li  considération  du  problème  II  suggèi-e  immédiatement 
celle  du  suivant  :  Trouver  les  surfaces  réglées  à  directrice  recti- 
ligne  dont  la  seconde  famille  d^asymptotiques  ait  pour 
projection  orthogonale  sur  un  plan  perpendiculaire  à  la  direc- 
trice, une  famille  de  courbes  conchoïdales  par  rapport  au  pied 
de  la  directrice  sur  ce  plan. 

Mais  ici  on  ne  trouve,  en  dehors  de  la  solution  sans  intérêt 
constituée  par  des  plans,  que  l'hélicoïde  gauche  à  plan  direc- 
teur et  les  surfaces  qui  en  dérivent  comme  il  est  indiqué  à  la  fin 
du  paragraphe  II.  Les  conchoïdes  se  réduisent  alors  à  des  cercles 
concentriques. 
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SUR  LA  CROISSANCE  DU  MODULE  MAXIMUM  DES  SÉRIES  ENTIÈRES  ; 
Par  m.  g.  Valiuon. 

Nous  considérerons  dans  ce  qui  suit  une  série  entière  de  niyon 
de  convergence  fini  et  non  nul;  nous  supposerons  ce  rayon  égal 
à  un  ainsi  que  le  terme  constant,  ce  qui  ne  nuira  pas  à  la  généra- 
lité. Soit 

(I)  f{z)  =  ^anz" 

cette  série,  nous  posons 

I  a„  I  =  A„  ==  e^n, 
de  sorte  que  l'on  a 


(2) 


liiii  — 


Nous  désignerons  parM(r)  le  maximum  du  module  de  f  {z) 
pour  I  ::  I  =1  r  et  par  m{i')  le  module  du  terme  (ou  des  termes) 
dont  le  modale  est  pour  |  :;  |  =  /•  supérieur  (ou  supérieur  ou  égal) 
à  celui  des  autres,  et  nous  appellerons  ce  terme  (ou  l'un  quel- 
conque de  ces  termes)  terme  maximum.  La  relation  entre  les 
fonctions  M  (/•)  et  m{r)  pour  les  valeurs  de  /'  voisines  de  un  a  été 
étudiée  par  M.  Borel  ('),  qui  montre,  en  prenant  pour  A^  une 
fonction  de  n  à  ci-oissance  régulière,  et  en  supposant  que  l'on  ait 

AI-        ^1 
„,         lim  


lOL'/l 


que  m{r)  et  M(r)  sont  du    même  ordre  de  grandeur,  en  ce  sens 
que  l'on  a 

(3)  lim  ,— ^ — - —  =  1. 


(')  BoRKL,  Leçons  sur  les  séries  à  termes  positifs,  Cliap,  V. 


Dans  un  i^écenl  Mémoire  ('),  M.  Winian  a  obtenu  des  résultats 
très  ])récis,  mais  d'une  nature  différente;  il  montre  en  particulier 
que,  sous  la  seule  condition 

(4)  '""  -r^ =  ^, 

on  a 

(  3  )  lini  T— 2 =  i , 

Lorsque  la  condition  (4)  est  remplacée  par  des  conditions 
moins  générales,  la  méthode  de  M.  Wiman  conduit  à  des  égalités 
plus  précises  que  (5),  mais  qui,  elles  aussi,  ne  sont  valables  que 
pour  une  suite  infinie  de  valeurs  tendant  vers  U7i.  Je  me  propose 
de  montrer  dans  ce  qui  suit  que  la  méthode  que  j'ai  employée 
pour  les  fonctions  entières  (-)  peut  donner  aussi,  dans  le  cas  des 
séries  entières,  des  résultats  assez  précis,  valables  pour  toutes  les 
valeurs  de  /'  voisines  de  un.  Je  montrerai  notamment  que,  lorsque 
l'un  des  nombres 

liiii    ■  ou  hm  — 2 


est  fini  et  différent  de  zéro,  il  existe  un  nombre  fini  Â  tel  que  l'on 
ait  l'inégalité 

M(/-)</n(r)^^  J^  (/•>/-o). 

Dans  le  cas  plus  particulier  où  M(r)  vérifie  à  la  fois  la  condition 
précédente  et  la  condition 

(G)  lim — =  ce, 

;  —1  ,  I 

loff 


l'égalité  (3)  se  trouvera  réalisée;  on  obtient  ainsi  une  classe  de 
fonctions  pour  lesquelles  la  croissance  de  M(/')  considérée  comme 


(  ')  Wiman,  Ueber  dem  Z usammenhang  zwischen  deni  Maximalbelrage  einer 
analytischen  Funklionund  dem  giôssten  Gliede  der  zugehorigen  Taylorschen 
fieihe  {Acta  mathematica,  t.  XXXYII,  p.  3o5). 

(')  Fo«/- Valiron,  Sur  les  fonctions  entières  d'ordre  /ini  et  d'ordre  nul 
{Annales  de  la  Faculté  de  Toulouse,  igi3). 


I 
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louctutn  de csl  assez  comnarahle  à  celle  du  niodulo  iiiaxiiiiuiii 

I  —  r  ' 

dune  lV)iKlion  enlière  d'ordre  (iiii;  pour  cette  classe  de  foiielioas, 
les  calculs  seront  semblables  à  ceu\  qvic  l'on  lait  |)our  les  fonc- 
tions entières;  j'indiquerai,  par  eveniple,  les  conditions  néces- 
saires et  su  (lisantes  auxquelles  doivent  satisfaire  les  nombres  a„ 
pour  (jue  l'on  ail 

10"I\1(/-)  ^ r. 

Lorsque  jM(/")  croit  plus  vite  que  dans  les  cas  considérés  ci- 
dessus,  les  inégalités  sont  moins  simples;  mais,  en  faisant  une 
hypothèse  assez  large,  je  montrerai  qne  l'on  a 

(7)  i\I(r)< /»(/■)  [logm(/-i]'+^('-)     ('), 

sauf  peut-être  dans  des  intervalles  exceptionnels,  la  longueur 
totale  de  ceux  de  ces  intervalles  qui  sont  compris  entre  x  et  i 
étant  infiniment  petite  par  rapport  à  i  — x. 

i.  Pour  obtenir  le  terme  maximum  de  la  série  (i)  pour  |;|  =  /•, 
nous  devons  chercher  le  maxijnum  de 

S'n  -+-  n  \oz  r  =  L',,  —  Il  los  -  . 


Marquons  dans  le  plan  j?Oi'  les  points  là,i[n^  gn)-  '-'t-'  coefficient 
angulaire  des  droites  0B„  tend  vers  zéro  lorsque  n  croit  indéfini- 
ment [condition  (2)];  il  y  a  donc  un  nombre  fini  de  points  B^  au- 
dessus  de   la  droite    OX^  passant  par  l'origine  et  de   coefficient 

angulaire  égal  à  log-i  et  par  suite,  parmi  les  points  B„,  il  v  en  a 

un  ou  plusieurs  ayant  par  rapport  aux  axes  OX;-,  Oy  une  ordonnée 
supérieure  ou  égale  à  celle  des  autres.  Ce  point  (ou  l'un  de  ces 
points)  donne  le  terme  maximum,  et  la  parallèle  D,-à  la  droite  OX^ 
passant  par  ce  point  (ou  ces  points)  laisse  tous  les  autres  points  B« 
au-dessous  d'elle.  Lorsque  /•  croîtra  de  o  à  i ,  la  droite  D;- enve- 
loppera un  polygone  de  Newton  t.  tournant  sa  concavité  vers  le 
bas,  ayant   pour  sommets    certains   des  points  B^  et  laissant    les 


(')   bans  tout  ce  travail,  je  désignerai  par  z{x]   toute   fonction  positive   de  la 
variable  positive  x,  qui  tend  vers  zéro  lorsque  x  tend  vers  un. 
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autres  sur  ses  côtés  ou  au-dessous  d'eux.  Ce  polygone  —  peut  avoir 
un  nombre  fini  de  côtés;  il  faut  et  il  suffit  pour  cela  que  l'un  des 
nombres  g,i  soit  supérieur  ou  égal  à  tous  les  autres  ;  si  7?o  est  son 
rang,  on  a  alors 

M(/-)<«K'-)^^' 


m(r)  restant  d'ailleurs  iini,  nous  laisserons  ce  cas  de  côté.  Nous 
désignerons  par  G„  l'ordonnée  du  point  du  polygone  ti  dont  l'ab- 
scisse est  n  ;  on  a 

quel  que  soit  /?,  l'égalité  ayant  lieu  pour  les  sommets  du  poly- 
gone Ti.  La  suite  des  nombres  G„  ne  va  pas  en  décroissant,  elle 
peut  avoir  une  limite  G;  on  aura  alors 

M(r)<m(r) , 


inégalité  qui  ne  présente  pas  plus  d'intérêt  que  la  précédente. 
Nous  supposons  donc  que  l'on  ait 

lini  gn  =  lim  G„  =  oc, 

et  nous  poserons 

G„H-i—  G„  =  logr„+,, 

ce  qui  donne,  «o  étant  égal  à  un, 

e^'n  =  ri?-, . . .  /•„. 

Les  nombres  r,,  i^e  croissent  pas  lorsque  n  croit  et  tendent 
vers  U7i'  l'un  d'eux,  ;•«,  est  le  rapport  du  coefficient  du  terme  de 
rang  n  -+- 1  au  coefficient  du  terme  de  rang  n  dans  la  série 


dont  le  maximum  du  module  majore  celui  de  /  (:^)  et  celui  de  la 
série  SA„^",  et  qui  possède,  pour  chaque  valeur  de  r,  un  terme 
maximum  de  même  valeur  et  de  même  rang  que  ces  deux  séries  ; 
nous  appellerons  r„  rapport  rectifié  de  A,,^,  à  A„.  Nous  désigne- 
rons par  n[x)  le  rang  du  terme  maximum  pour  1^1  =  a?  (ou,  plus 
exactement,  le  rang  du  terme  maximum  de  plus  haut  rang);  n  (x)  est 


I 
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déterminé  par  les  inégalités 

rn'-^i^:  <i^r,i'X,         n' —  n{x)\ 
et  l'on  voit  immédiatement  que  l'on  a 

r  '"            (Ir 
logm(/-)  =   /      n(x) 


(8) 


2.   On  a  évidemment 


M(/-)  <y  ef^'T" 

n  =  0 


<ni{r) 


<ni{r) 


I 

p  =  0 


"l-t-p 


,  /•/' 


sous  la  seule  condition  que  rr^^  soit  plus  petit  que  un,  ce  qui 
exige  que  /i,  soit  supérieur  à  n(r).  Nous  obtenons  donc  l'iné- 
galité 


M 


(/•)<m(r)  !«,-+- y—^1  (r/-„,<i>. 


La  quantité  entre  crochets  est  supérieure  à ,  ce  qui  est  bien 

conforme  à  la  nature  des  choses;  d'ailleurs,  dans  le  cas  qui  nous 
occupera  et  où  Ton  aura  l'égalité  (5),  «,  sera,  tout  au  moins  pour 

certaines  valeurs  de  /■,  supérieur  à •   Nous  écrirons   l'inéga- 

lité  obtenue  ci-dessus   sous   une  autre  forme,  soit  r'  un  nombre 
supérieur  à  r;  pour 


on  aura 


/?,  =  n(/  )  -hi, 


'■".  <  -p» 


(9) 


M{r)  <  ni(r) 


«(/■')-+-  I  H- 


(/•</'<l). 


C'est  cette  inégalité  que  nous  emploierons  en  prenant  pour  /■'  une 
fonction  de  r  convenablement  choisie. 

xi.iv.  4 
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3.  Nous  examinerons  rapidement  le  cas  où  l'on  a 

(lo)  lini  •; =  li 

/i  =  <«,logn 

les  points  B,j  sont  à  partir  d'une  valeur  n^^iz)  de  n  au-dessous  de 

la  courbe 

r  =  (E-f-  £)loga", 

dont  la  concavité  est  tournée  vers  le  bas;  le  polygone  u  se  trouve 
donc  à  partir  de  l'un  de  ses  sommets  au-dessous  de  cette  courbe, 
et  cela  si  petit  que  soit  s;  on  a  donc,  puisque  ^Vi^G,,, 

(lo')  û^j^^E. 

Inversement  (lo')  entraîne  l'égalité  (lo).  De  l'égalité  (lo')  on  tire, 
en  remplaçant  G,,  par  n  logr,/  qui  est  inférieur, 

c'est-à-dire 


La  formule  (9),  dans  laquelle  on  prendra  r' ^  r 
donnera  rinégâlité 

(II)  M(/-><m(r) 


los, 


E[i-f-e(r)]Iog-i- 


qui  est  la  plus  précise  que  l'on  puisse  obtenir  lorsqu'on  fait  la 
seule  hypotlièse  (10).  En  effet, prenons  les  sommets  du  polygone?: 
sur  la  courbe  y  =  ElogJ7,  ces  sommets  correspondant  à  une  suite 
de  valeurs  «j,  /i^,  . . .,  Up,  ...  de  /i  liées  par  la  relation 


,,=  «    logrt;, 


si  l'on  prend  alors 


E[l-£(/,)]Iog— —  ^ 

M (r)  >;»('■)  \ »  /•=  — 


•p 


Mais,  d'autre  part,  si,  le  polygone  tt étant  le  même  que  dans  le  cas 
particulier  précédent,  on  prend  g/,=^  o,  sauf  pour  les  sommets,  on 


\crra  bien  faclleiucal  que  loa  aura 

IVI(/-)  =  fimir), 

h  restant  fini  lorsque  /•  tend  vers  an;  comme  m(r)  est  inlV-rlear 
— - — - — -  I  >  on  voit  que  l'ordre  de  grandeur  de  M(/-)  par 
rapport  à  /w(/")  est  mal  déterminé  et  dépend  non  seulement  de  la 
tonction  m(/'),  mais  de  tous  les  coetficients  a„.  Ce  n'est  donc 
qu'en  faisant  des  hypothèses  sur  la  forme  du  polygone  7t  ou,  ce 
qui  revient  au  même,  sur  la  croissance  de  m{i'),  que  l'on  pourrait 
arriver  à  une  inégalité  plus  précise  que  (i  i). 

Les  difficultés  seraient  encore  plus  grandes  si  l'on  supposait 
que  E  fût  nul;  nous  laisserons  ces  cas  de  côté  et  supposerons 
dorénavant  que  les  conditions  équivalentes 


liiii   ; =    liin =  ce,  liin  =  » 

/  =  1  1  ' 


n=«  lojr/i        n  =  «  log  n 


sont  réalisées. 

4.   Nous  supposerons  d'abord  que  l'on  ait 

(12)  Fhïï-l^i^  =  D         (o<D<i). 

On  montrera  comme  plus  haut  que  cette  condition  est  éguiva- 
leate  à 

n=:»    iOg/» 

en  remplaçant  dans  (12')  G„  par  n\ogr„,  qui  est  inférieur,  on  volt 
(jue  l'on  aura 

et  en  passant  de  nouveau    de  r,i  à  (j„  on  voit  que  D'^  D  —  i; 
(12')  entraine  donc  l'égalité 

(i3)  iï^l^IlZi?  =  D-i. 

/,  =  «   lo'^n 

L'égalité  (i3)  s'écrit  aussi  sous  la  forme 


et  par  suite,  en  prenant  dans  l'inégalité  (9) 

/•'= /--t-xri  — /•)      (A>i), 


on  aura  rinée^alité 

1  -(-£:  /•) 

(l4)  M(/-)  <,„,(,-;(i_/-)~     >-•>    . 

On  montrera  comme  plus  haut  que  l'inégalité  (i4)  est  la  plus 
précise  que  l'on  puisse  obtenir  lorsqu'on  fait  la  seule  hypo- 
thèse (12),  c'est-à-dire  qu'il  existe  des  fonctions  dont  les  coeffi- 
cients vérifient  l'égalité  (12)  et  pour  lesquelles  on  a 

_  1  — £(>•) 

M(r)>ni(r)(i  ~  r)       '-" 

pour  une  infinité  de  valeurs  de  r  tendant  vers  un. 

L'inégalité  (i4)  est  analogue  à  celle  que   l'on  obtient  dans  le 
cas    des    fonctions    entières    d'ordre    fini;    on   a    d'ailleurs,    évi- 
demment, 
(13  )  .       Ijiii  =  — 

I  —  r 
et,  par  suite,  l'égalité 

(Id)  m  III 


lojr 

°  I  — /• 


qui,  réciproquement,  entraîne  l'égalité  (12),  comme  on  le  voit  par 
un  calcul  facile.  Les  fonctions  que  nous  considérons  sont  donc 
celles  pour  lesquelles  M(r)  est  majoré  par  le  module  maximum 
d'une  fonction  entière  d'ordre  fini  (et  ne  peut  l'être  par  le  maxi- 
mum du  module  d'une  fonction  entière  d'ordre  nul).  Pour  ces 
fonctions  on  a  l'inégalité  (i4),  d'où  l'on  déduit,  au  moyen  de  (i5'), 
l'inégalité 


M(r)< /»(/•)  llog/«(r)J     "     , 

valable  pour  une  infinité  de  valeurs  de  r  ayant  pour  limite  an] 
mais  l'inégalité  (i4)  rie  conduit  plus  à  l'égalité  (3)  comme  dans 
le  cas  des  fonctions  entières,  puisqu'il  n'est  pas  certain  que 
l'on  ait 

(16)  lim  —^ =  X. 

lue 


On  peut  d'ailleurs  construire  effectivement  des  fonctions  pour 
lesquelles  l'égalité  (3)  n'est  pas  vérifiée;  construisons,  par 
e>Lemple,  le  polygone  7:  de  la  façon  suivante  :  traçons  la  courbe  (G) 


et  la  courbe  (C) 

j-=  [îlogar; 

prenons  B,  sur  (C)  et  menons  par  ce  point  la  tangente  à  (C) 
ayant  un  coefficient  angulaire  positif;  ce  sera  le  second  côté  de  TZy 
le  second  sommet  situé  sur  ce  côté  étant  le  premier  point  B;,^  situé 
au-dessus  ou  sur  (G).  Par  B„.  nous  menons  la  deuxième  tangente 
à  (C);  ce  sera  le  troisième  côté  de  t:,  le  second  sommet  situé  sur 
ce  côté  étant  le  premier  point  B„^  situé  au-dessus  de  (G),  et  ainsi 
de  suite.  On  volt  alors  immédiatement  que  l'on  a 


'"('')=  (TZTTJF^'  ''  =  ''">"  \r.(r)\  =  ^(r), 


et 


m(rj  =  e  '-'■"^"'•^^',  r  =  e-=^y,  \  ■r,{r)\  =  z{r), 


a„  étant  le  coefficient  angulaire  d'une  tangente  à  (G)  menée 
par  B„  .  Les  valeurs  e"*";-  sont  donc  parmi  celles  donnant  lieu  ù 
l'égalité  (i5),  tandis  qu'un  calcul  facile  montre  que,  si  l'on 
prend  ^„=  Gn,  on  a,  pour  r  =  /•„  , 


M{r)  =  m(r) 


(i-r)    '-* 
et,  par  suite, 

1 -+-1^11-1-71  (/Ml 

M{r)  =  [m(r)]         ?  ,         |  T,(r)|  =  e(r). 

On   voit   également   que   si    l'on    prend    g,i=o,    sauf    pour    les 

valeurs  /i^,  on  aura 

M(r)  =  hm(r), 

h  restant  fini.  Ainsi,  lorsque  l'égalité  (16)  n'est  pas  réalisée,  la 
correspondance  entre  M{r)  et  m{r)  peut  être  compliquée  el 
dépendre  d'autres  éléments  que  de  ceux  qui  déterminent  Tn{r). 
Li  condition  (16)  est  d'ailleurs  une  condition  nécessaire  pour  que 
l'égalité  (3)  ait  lieu  pour  toutes  les  séries  entières  ayant  m{r) 
pour  terme  maximum,  car  il  est  bien  évident  que,  si  l'on 
prend  ^„  =  G„,  on  aura  pour  toute  valeur  de  /• 

M(r)  >  m(r) 


et,  par  suite,  l'égalité  (3)  ne  peut  avoir  lieu  que  si  (16)  n'est  pas 
réalisée.  Dans  le  cas  actuel,  cette  condition  nécessaire  est  suffi- 


santé;  elle  entraîne  l'égalité  (G),  qui  exige  que  l'on  ail 

il-)  im  -, =  ce. 

"'  /  /  ln<>  /} 

Réciproquement,  cette  égalité  (17)  entraîne  l'égalité  (i(3)  et,  par 
suite,  l'égalité  (3). 

5.  Pour  les  fonctions  satisfaisant  aux  conditions  (17)  et  (12) 
ou  (6)  et  (lo),  la  relation  entre  M(r)  et  m{r),  c'est-à-dire 
entre  M(/')  et  la  fonction  n(r),  est  la  même  que  dans  le  cas  des 
fonctions  entières  ;  on  a 

(8')  logM(r)  ~  logm(/-;  ~   /      n(x)dx; 

•-  0 

on  pourra  donc  résoudre  les  mêmes  problèmes,  et  en  particulier 
le  problème  qui  consiste  à  déduire  d'une  valeur  approchée 
de  logM(^)  les  propriétés  des  coefficients  a„.  Cherchons,  par 
exemple,  les  conditions  pour  que  l'on  ait 

(18)  Ios,M(r)~A         ' 


A   -+-E 

A  - 

(I  — J 
A  ^ 

■  Z 

A  —  £ 

■  £ 

(  '•'  </■,£>  O  ). 


on  aura,  d'après  (8'), 

La  première  de  ces  inégalités  donne 

tn  prenant 

/•'= /•— v/£(i_  r), 
on  aura 

.    ,^^   (A  +  £')A-  ,.      £' 

(l  — /■)'^-^i  ç  =  ,  £ 

En  opérant  de  même  avec  la  deuxième  inégalité,  on  aura 

A/r 

ou  encore 

A  A 

Il   r^ • 


il  résulte  de  cette  ëgalilé  que  lou  aui\i 

quelque    petit   que    soil    s,   pourvu   (jue    /i   soit  assez    grand;  on 
a  ilonc 

pour  une  suite  de  valeurs  de  ?i  :   /i),  /lo,  . . .,  iip-,  • .  •  telles  que 


lim 


<■/)  (-1 


On  a,  d'autre  part, 


A.   ■  I      T 

Gn=  ^^_,.u  —  ^^'Qg^'>  hl  =  £('•). 


A  A- 
[ui  donne 


"=- j:y^i'         l^i' !  =  £(/•), 


G„~(i+A- 


)^'-'(^) 


condition  qui  entraîne,  d'ailleurs,  l'égalité  (iS).  On  obtient  ainsi 
le  résultat  suivant  :  la  condition  nécessaire  et  suffisante  pour' 
que  l'on  ait  V égalité  {iH)  est  que 


A  +  1 


IogA„<(n-£)(i  +  A-)A^^'  ("-^^        ,  n>«o(£); 

k 

\     A    /  /;  =  «      n,,  p-^ 


G.   Lorsque  les  coefficients  a„  satisfont  à  la  condition  (4)  et  k 
l'égalité 

lim  -r— =    lini  -T— =  o, 

la  formule  (9)  conduira  à  rinégalité 

M(/-)<  m(7-)(i  — /•)-ii+î('-^i, 

qui  est  évidemment  liplus  ])réclse  que  l'on  puisse  obtenir. 

Les  fonctions  de  cette  catégorie  ont  une  croissance  en  quelque 
sorte  comparable  à  celle  d'une  fonction  entière  d'ordre  nul  pour 

laquelle serait  le  module  de  la  variable,  les  restrictions  étant 

*  1  —  /• 

les  mêmes  qu'au  n"  4.  Lorsque  l'égalité  (17)  est  réalisée,  on  aura 
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l'égalité  (3)  pour  toutes  les  fonctions  pour  lesquelles  les  nom- 
bres G„  auront  la  même  valeur;  les  calculs  pourront  se  faire  comme 
dans  la  théorie  des  fonctions  entières. 

7.  Pour  toutes  les  fonctions  pour  lesquelles  on  a 

-,  hm  -r ==  D,         (Di^o), 


n=«logn 
ou,  ce  qui  est  équivalent, 

lim  —    =  y.,  hm =  h,  lii  =  — 

'•=>  i„„       '  '•=1   ,  I  \  I—  L>i  / 


la   relation   entre   M(r)  et    la    fonction   n{x)  est  donnée  par  la 
formule 

logIVI(r)~   /      n{x)dx. 

Si  l'on  pose 

=  X,         logM(r)  ==U(X),         «(/•)  =  N(X), 


I  —  r 
on  aura  la  nouvelle  égalité  asjmptotique 

r«9)  U(X)~  f    ^'(^)^ 

qui  est  plus  générale  que  celle  que  l'on  obtient  dans  le  cas  des 
fonctions  entières  d'une  variable  de  module  X.  L'égalité  (19) 
peut  servir  à  chercher  des  fonctions  pour  lesquelles  le  module 
maximum  est  une  fonction  simple  du  rang  du  terme  maximum  et 
de  X.  Dans  le  cas  considéré  au  n"  5,  on  a 

<""  "<'^^~,        N(X)' 

nous  allons  chercher,  d'une  façon  générale,  à  quelles  conditions  la 
relation  (20)  est  réalisée;  on  obtiendra  ainsi  des  séries  entières 
pour  lesquelles  la  correspondance  d'' ordre  zéro  (')  entre  M(/') 
et  n{r)  est  parfaitement  régulière.  En  posant 

X 


(')  J'emploie  ici  la  terminologie  que  j'ai  adoptée  dans  le  travail  cité  plus  haut. 
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et  en  désii;nant  p;ir  V'(\)  la  dérivée  ou  la  dérivée  à  droite  ou   ù 
gauche  de  V(X),  ou  aura 

V'Xlot;X 
"^  log(  V  \)' 

V  .         .  . 

d'où  l'on  déduit,  puisque  -, — =?  devient  infini, 
*        ^      iogX  ' 

V'Y  ^'      1         ^     ^'       ' 


logX      °Vlaii.\/' 

cette  dernière  égalité  montre  que 

et  peut,  par  suite,  s'écrire 

VIosV 
-    ~     logX   • 

On  arrive  ainsi  aux  résultats  suivants  : 

1°  L'égalité  (20)  est  équivalente  à 

LWX)XIogU(X) 


{1^)  N(X) 


lo-X 


2"  Une  condition  nécessaire  pour  que  l'égalité  (21)  ait  lieu 
est  que  U(X)  soit  asyniptotiquenient  égale  à  une  fonction 
W(X)  vérifiant  les  inégalités 

/IogX'\i-£       lo-W(X')         /IogX'\>+s  ,,.,       ,.       ^.  ,    ,, 

où  t  est  aussi  petit  que  Von  i:eut. 

On  vérifiera  aisément  que  cette  condition  est  suffisante  ;  les 
calculs  sont  semblables  à  ceux  que  l'on  fait  dans  la  théorie  des 
fonctions  entières.  On  voit,  en  particulier,  que  les  conditions  (22) 
sont  remplies  lorsque  A\  (X)  est  dérivable  et  que  l'on  a 

W'XIogX  ~\VlogW; 

ou  voit  également  que  ces  conditions  (22)  exigent  que  l'on  ait 

,.       logiUrX) 

Iini  —2 — —  =  I, 

X=ao  lOgsA 

Les  conditions  relatives  à  la  fonction  N  (X)  et  aux  coefficients  A„ 
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s'obtiendront  également  comme  dans  le  Mémoire  cité;  les  formules 
seront  les  généralisations  de  celles  trouvées  au  n°  o. 

8.  Les  fonctions  qui  vérifient  les  conditions  indiquées  au  début 
du  n°  7  ont  une  dérivée  dont  le  maximum  du  module  M,(r)  est 
de  l'ordre  de  M  (/)  en  ce  sens  que 

En  effet,  si  l'on  pose 

A' a  =  ^«  +  i-H-log(n-hl), 

on  voit  que  l'on  a 

îmi  "{^^^  =   ïm^  "l^i^  =  D..  ■■■"'"■    ' 

Par  suite,  77ii{r)  étant  le  terme  maximum  de  la  dérivée,  on  aura 

M,(r)<mi(/-)^i-r) 
et  comme 

/»,(/•)  =  ni(r)an,inr"^^'--'  i  ni(r)m(r}j 

[«,(/■)  désignant  le  rang  du  terme  maximum  de  la  dérivée],  on 
obtiendra  l'inégalité 

(24)  M,(r)<M(/-)(i-/-r    '""' 

qui  démontre  la  propriété  énoncée,  puisque  l'on  a  évidemment 

Mi(r)>M(/-). 

La  relation  (24)  est  d'ailleurs  applicable  à  toutes  les  fonctions 
pour  lesquelles  on  a 

lim    ,  =  Di, 

/,=  «    logrt 

ce  qui  montre  que  l'on  a  pour  toutes  ces  fonctions 


l-t-t  I  r) 
1-  i'i 


7^  iogM(/-; 


mais  l'égalité  (28)  peut  n'être  pas  réalisée,  c'est  ce  qui  a  lieu  pour 
les  fonctions  particulières  considérées  au  n'^  4. 
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9.  Nous  considérerons  iniiateiiiuit  les  (onctions  [>i>iir  Icsqiwlle, 
les  nombres 

Il  m    -T-^ >  Il  ni 


sont  infinis,  c'est-à-dire  les  fonctions  dont  le  inodulc  luaxiinuiii 
ne  peut  être  majoré  que  par  le   module  maximum   d'une  fonction 

entière  d'ordre  infini  de  c  (  i  ;  |  =  —  )  •   Nous  obtiendrons  pour 

ces  fonctions  le  même  résultat  que  pour  les  fonctions  entières  en 
faisant  nne  hypothèse  destinée  à  simplifier  l'inégalité  (9)  et  à  la 
rendre  analogue  à  celle  que  l'on  trouve  dans  la  théorie  des  fonc- 
tions entières.  Nous  supposerons  que  l'on  ait 

,    .,  ,.      losrn(j-) 

(  2  >  )  1 1  m  — — 


et  nous  prendrons  dans  l'inégalité  (9) 


n(  r) 


ce  qui  est  possible  à  partir  dune  certaine  valeur  /•„  de  /■;    nous 
aurons  alors 

(26)  ;M(  r)  <Cim{r)  -  n  \  r  -i —      -h  i  [ , 


logm(r)  ~   /      n{x)dx. 

Soit  /■  un  nombre  plus  petit  que  m/<,  on  a 

/      n(x)  dx  "^  n  (  r  ~  , )  - — - — r-  ; 

soit,  d'autre  part,  un  nombre  ,3(|3<<i);  les  propriétés  des  fonc- 
tions croissantes  mises  en  évidence  par  M.  Borel  montrent  que 
l'on  a 

sauf  peut-être  dans  un  ensemble  dénombrable  d'intervalles  dont 


—  co- 
la longueur  totale  pour  Iq  -<  /'  <C  i  est  au  plus  égale  ù 

/.-fg.  3) 

/.=  « 


X-(a,  ^)  =  i  +  y ! —  , 


A  l'extérieur  des  intervalles  d'exclusion,  on  aura 


M(r)<  3/n(/-)[log/n(r)]'-!^-*, 

et  comme  on  peut  prendre  pour  a  et  |i  des  nombres  tendant  ver» 
zéro  avec  i  —  /•„,  mais  assez  lentement  pour  que  le  produit 


tende  vers  zéro,  on  obtient  le  résultat  suivant  : 

Lorsque  V égalité  [i^)  est  réalisée^  M(/)  vérifie  la  relation 
(7)  M(/-)<m(/)[l<.g/»(/-)]'+s"' 

à  l'extérieur  cV un  ensemble  dénombrable  d' intervalles  dont 
la  longueur  pour  r  ^  /o  est  infiniment  petite  par  rapport 
à  i-/-o('). 

On  voit  que  l'hypothèse  (aS)  entraîne  l'égalité 
(■?.7)  Il  m  — ^^^—  =  00  ; 

r-i   ,  I 

loe 

^  I  —  /• 

réciproquement,  de  régalité  (2^)  on  déduit  (aS);  en  eflet,si  (25) 
n'a  pas  lieu,  il  existe  un  nombre  A  et  une  suite  infinie  de  valeurs 
de  X  tendant  vers  u?i  pour  lesquelles  on  a 


(,-:r)A' 


(')  Pour  les  fonctions  entières,  lliypothcse  (2J)  nest  pas  utile  puisque  linéya- 
litc  correspondant  à  la  formule  (9)  est  de  la  forme  (2G);  on  a  alors  un  résultat 
valaijle  pour  toutes  les  fonctions;  l'inégalité  (7)  a  lieu,  sauf  dans  des  intervalles 

à  l'intérieur  desquels  logr  varie  pour  /•  >  /•   de  moins  de  >  ^('"o)  ^*^^' 

dant  vers  zéro  lorsque  /•„  croit  indéfiniment. 


—  G[  — 
soit  r'  une  de  ces  valeurs  de  x\  eu  prenant,dans  l'inégalité  (9) 

/•' =  .7''         »'i         r  ■=  x' — II  —  ^')*, 
on  aura 

et  par  suite  l'égalité  (27)  ne  sera  pas  vérifiéer 

Relativement  aux  coefficients,  la  condition  (27)  est  évldemineal 
équivalente  à  la  condition 

(■28)  Il  m   -; =  I 

qui  entraîne  par  suite  l'égalité  (7)  dans  les  conditions  indiquées 
ci-dessus.  Il  semble  difficile  de  voir  si  la  condition  (26)  [ou  (27) 
ou  (28)]  est  nécessaire  pour  que  l'inégalité  (7)  ait  lieu  dans  les 
conditions  indiquées;  il  est  d'ailleurs  probable  que,  dans  l'inéga- 

lite  (7),  1  exposant  i  +  £  (/•)  peut  être  remplace  par -^ 

10.   Lorsque  l'égalité  (25)  n'est  pas  réalisJe,  on  a  toutefois 

, \rtZniT) 

liiii   =  »:  :  i 


soit  alors  un  nombre  r^  pour  lequel  on  a 

dans  l'intervalle  /'o,  1  —  (i  —  /'o)*?  on  pourra  encore  prendre 


r  —  r  -^ 


et  l'on  aura 

M(/-)<3m(/-)[logm(/-)]>--?, 

sauf  dans  des  intervalles  de  longueur  totale  inférieure  à 

/■(g.  3) 

C  )mme  A  peut  êlrg  pris  aussi  grand  que  l'on  veut,  a  et  [5  pourront 
être  pris  aussi  voisins  de  zéro  que  l'on  vouçlra  et  l'on  a  encore 
l'égalité  (7),  mais  dans  des  conditions  moins  larges  :  il  peut 
exister  une  suite  infinie  de  nombres  r, ,  }\,  ...,  r^,,  ...  tendant 
vers  un  et  tels  que,  dans  une   fraction  finie  de   l'intervalle  r^,,   i, 


on  ait 


ou  même 


—  Gii  — 

M{r)>m{r)[\osni(r)Y-         (A>i) 
M(/-)>  [m (/•)]•+/•■■. 


Pour  obtenir  un  exemple  de  ce  dei'nier  cas,  on  pourra  prendre 
o„=G«  et  définir  les  nombres  G„  de  la  façon  suivante  :  traçons 
les  courbes  (G)  et  (G') 

(C)  y=k\0'rX, 

(  G'  )  y  =  T^  y 

et  prenons  les  points  B„  sur  (G)  pour  /i  =  i ,  2,  . . .,  «o>  puis  sur 
la  tangente  à  (G)  au  point  B„^  jusqu'à  ce  qu'on  obtienne  un 
point  B„^  au-dessus  de  (G').  Par  B„^  nous  menons  la  deuxième 
tangente  à  la  courbe  (G)  et  prenons  sur  elle  les  points  B„^^,,  . . . 
jusqu'à  B„  .,  point  dont  l'abscisse  est  inférieure  à  celle  du  point 
de  contact  de  moins  d'une  unité  ;  nous  prenons  ensuite  B„  ^,,  ... 
sur  (G)  jusqu'à  un  point  B„^  en  lequel  la  tangente  ait  un  coef- 
ficient angulaire  inférieur  ou  égal  îi  la  moitié  de  celui  de  la 
droite  B„  B„^.  A  partir  de  B„^  nous  procédons  comme  nous  l'avons 
fait  en  partant  de  B,,  et  ainsi  de  suite.  On  voit  alors  immédiate- 
ment que  l'on  se  trouve  dans  le  deuxième  des  cas  d'exceptions 
signalés. 

11.  Il  est  clair  que,  dans  les  cas  les  plus  simples,  l'inégalité  (7) 
doit  avoir  lieu  sans  restrictions,  et  a  fortiori  l'égalité  (3);  on 
peut  d'ailleurs  indiquer  des  conditions  qui  entraînent  sinon  l'iné- 
galité (-),  mais  au  moins  l'égalité  (3);  c'est  ce  qui  a  lieu  lorsqu'il 
existe  un  nombre  entier  A  fini  et  plus  grand  que  un  et  tel  que 

lun   =  1*  (r  do) 


et 


>F. 


1  —  r 


Les   conditions   relatives  aux  nombres    G„    s  obtiennent   faci- 

■.nu     ■ 
uent. 

12.  En  terminant,  je  montrerai  que  rappi^ôjciniation  obtenue  au 
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moyen  de  l'incf^alité  (9)  est,  à   im  facteur  fini  près,  la  même  que 
celle  qne  donne  la  méthode  employée  p;ir  M.  Hadamard  ('). 

La  méthode  de  M.  Hadamard  découle  de  !».i  propriété  suivante  : 
Si  l'on  pose 

^(X)  =  log'^(r)         (\=.Iog/-), 

la  courbe 

y  =  'li\)         (_.x<X<o) 

tourne  sa  concavité  vers  le  haut.  En  elFet, 


0 
et  Ton  a 


t„=  >•  A,A„_/+,(«  — 2f -f-  i;î         (î  =  0,  t,  .  ..,pn), 


n  -+-  I 


ou  p,i  est  la  partie  entière   de  :  la  propriété  énoncée  est  ainsi 

établie.  Or,  nous  avons 

^(X)>losm(r)  =  ix(X),.-r 

la  courbe  j'  =  |ji.(X)  est  un  polygone  de  Newton  ir'  de  sommets 
B^,  B'i  .  . .  B^, . . .,  l'équation  du  côté  B'„_^  B'„  étant  }-  =  /iX  -j-  G^. 
Soit  X„  l'abscisse  de  B'„,  on  a  pour  X  <C  X« 

p=:  to 


G,,—  Gn-^(p  —  n)Xn  =  o, 


,,=0 

et  comme  1  on  a 


on  obtient  l'inégalité 


(')  Voir  DuUetin  de  la  Société  mathématique,  i8(j(j,  p.  iSU. 
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La  courbe  y  =  'h  (X)  est  donc  au-dessous  des  courbes  C,,, 

y—yn=  /.(x  — x„) 

et  par  suite,  à  cause  de  la  direction  de  sa  concavité,  au-dessous  du 
contour  7:"  formé  par  les  segments  de  droite  DoD„,  ...,  D^D',^,  ... 
et  par  les  segments  de  courbe  D|,D,,  ...,  D'„_jD,i,  ...,  où  D^ 
désigne  le  point  de  la  courbe  G„  où  lu  tangente  est  parallèle 
à  B^B'^^,,  !)„_,  le  point  de  G^  où  la  tangente  est  parallèle 
à  B^_,B),.  De  même  la  courbe 

y  =  logM(e'^) 

reste  comprise  entre  rJ  et  ii".  de  sorte  que  l'on  a 

iM(/-)  <  w(/-)e-'''', 

v(/')  étant  la  dilTérence  des  ordonnées  de  -'  et  r:'  pour  l'abscisse 
X  =  logr.  Nous  allons  montrer  que  l'on  a 


'"=[«( '■')-^  77:^77  ]/'         {r>r\ 


r'  étant  convenablement  choisi,  et  h  étant  fini.  En  effet,  soit  log  v 
l'abscisse  du  sommet  de  -'  pour  lequel  il  existe  une  tangente  à  rJ 
parallèle  à  la  tangente  ù  -"  au  point  d'abscisse  X  =  logr,  on  aura 

ydogr  — log,r')<v(/-)</_(log/  —  log/-') -h  1-+-  e(/-), 
c'est-à-dire 


d'autre  part,  on  a 
donc 


,    ,  I  -I-  £C  r) 

n(/'—  0)<     ; '- 


et  la  propriété  indiquée  est  par  suite  démontrée. 


g:\  - 


LA  DÉFORMATION   DES  HYPERSURFACES 
DANS  LESPACE   EUCLIDIEN  RÉEL  A  //   DIMENSIONS; 

I'm;    m.    I:.    Cakia.n. 

,I<>  iii'<>C(Mlj)e  (laii-^  II'  Mciinurc  (iiii  -ml  de  la  dcloiiiial  uni  de- 
livpersiii'laces  à  //  —  i  d  micii-ma.-  d.ui>  I  opacc  cik  lifiicn  ifcï 
à  w^  i  dimensions.  Le  proMt-nie  ù  résoudre  e>t  le  siiixanl  : 

L'fti//l  (loiiiu'c  une  liy])(,'isiiiJ'<Lce  (  S^.  hoinei-  toiitrs  les 
/ly/K'rsinJaccs  (-)  a ppl icahlcs  sur  (Sj  (as,ec  co/iserratio/i  des 
longueins  d  'arcs  \ 

(  !<•  |)rol)lèaie  a  tait  lObjet  de  tra\aii\  iiomlirtMix  e-l  i)icn  loimiis 
dans  le  cas  /i  =  .5;  ou  sait  que.  dans  ce  cas.  il  existe  une  inlinilé 
de  surfaces  (  1"  i  a[)[)licahles  sur  une  surtace  donnée  (S);  elles 
dépentleni  de  deux  t(Uictions  arbitraires  d'un  aii;uiiieal.  Oaii>  le 
cas  n  >  .)  il  nen  est  |)lus  ainsi  :  en  ^e/irral  les  seules  hyper- 
surfaces  (Ij  applicables  sur  une  liypersurface  donnée  (S)  sont 
égales  ou  symétriques  à  (S).  //  en  est  sûrement  ainsi  lorsque 
rhypeiplan  tangent  à  (S)  dépend  de  plus  de  deux  para- 
mètres. 

il  11  V  a  tlonc  que  des  catégories  spéciales  dli  viiei>uitacc>  (jui 
[)uissenl  être  déclarées  déformal'les.  Ce  sont  les  sui\anles  : 

a.  Les  Iiypjersurfaces  développatjles .  e'iiKeloppes  d'un  hyper- 
plan  dépendant  d  iin  paramètre  :  rlle-  suiil  toule- applicables 
sur  un  liv|)er])lan. 

h.  Les  hypersurfaces  dont  ré(juation  peut  être  ramenée. 
par  un  choix  con\enable  des  axes  de  coordonnées  rectangu- 
laires, éi.  la  forme 

OU  à  la  forme 

'    ')  'i'('f'\,    -^2!    ^'3'    ^4J   =  <-'. 

cette  dernière  équation  étant  homogène.  La  détonnât  ion  de  I  liy- 
XLrv.  5 
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peisurface  se  raniène  alors,  dans  le  premier  cas,  à  celle  de  la 
surface  définie,  dans  un  espace  euclidien  à  trois  dimensions,  par 
léqualion  (i);  dans  le  second  cas,  à  celle  de  la  surlace  définie, 
dans  un  espace  spliérique  à  trois  dimensions,  par  l'équation  [2)1 
avec 

.r'\  —  .rr,  —  X-^-^  x'r  ^=  l. 

J>  liyper>urlace  (  -  )  la  piii.-  i;éaérale  dépend  ici  de  deux  fonc- 
tions arbitraires  dun  ari^ument. 

c.  Les  hypersurfaces  Lieux  (l'une  variété  plane  éi  n  —  y  di- 
nieiisioiis  dépendant  d'un  paramètre.  Les  hypersurfaces  appli- 
cal)les  dé|)en(lcHt  tliine  tonclnm  ail)ilraire  d  un  ari^ument . 

d.  Les  Iiypr/su/Jaces  en\eloppes  d'un  hyperplan  à  deux 
paramètres  u  et  r  lorsque  les  coordon nées  langentielles  de  cet 
hyperplan 

satisjont  éi  une  niènie  étjuaiion  d<'  Laplace  de  la  forme 

o-.f 

du  th' 
et  que  la  somme 


7/  =  '•• 


est  la  di  (férence  L  — ■  \    entre  une  fonction  d<'  u  et  une  Jonction 
de  w  ou  encore  lorsqu Un  a 

i  ---  Il  t  z=  n 

■^  07.  i  'Jy.i  \r^     , 

7    — • Y  ^   '■'■1  "=  o. 

^^  Ou     OV  '  jL^ 

/  =  1  (  -  1 

Les  livpersurtaces  (Ilj  >ont  de  la  juènie  calé(;orie.  avec  la  même 
équation  de  J^aplace;  mais  les  fonctions  U  et  V  subissent,  en  pas- 
sant de  (S)  à  (S),  une  même  transformation  liomoyraphiqTie  à 
coefficients  constants:  ces  hypersurfaces  i^)  dépendent  (Vun 
païamètre  (en  ne  consuh-rant  pa>  comme  di>tinctes  deu\  liv|)er- 
surfaces  égales  ou  >\  Mu'tnques). 

e.  11  existe  enfin  certaines  hypersurfaces  (S)  qui  sont  appli- 
cables sur  une  seule  h)pei surface  Ç^)  non  égale  ni  symétrique 
à  (S);  ce  sont  les  en\eloppes  d  un  hyperplan  à  deux  paraniètres  u 
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et  \  .  le-  ((KHiliuiiK-c^  l.iii^ciil  ici  Icn  de  ccl  li  \  |M'i|)laii  s.il  i->lai>anl  a 
une  iiK'iiK.'  cqiialKiii  (  ikhi  ailiil  la  iic)  de  Lapluce.  (jCs  liv|>(;rsm- 
faces  (  Si  u  adiiiellciil  |)as  (!<■  (h'-toniialiou  coiil  iiiiic. 

Le>  m"*  I  à  ()  foufieunoal  le  |)niu'i|)(^  dv,  la  iik'I  liixle  fiii|>l(i\  lie  : 
If  11"  7  •■■'l  (■(Mi>acir'  aii\  Il  \  |icr>iiila(»'>  (lc\  (•l()|)|>al)les  ;  le  u"  8 
iiiiiiili'c  (|nt'  Idiilc  11  \  |>ri-.iiilacc  dniil  l'Ii  v|»('l'|)lail  tail^eill  d(''|)eiid 
de  |>lu>  de  deux  |)  ira iiièl re>  ol  iiid(''lurtaal)le.  Les  liypersiirlaces 
de  la  caléiiorie  />  tuui  rolijel  du  ii"  12;  celles  de  la  eaLéf;()rie  c, 
des  n"'  13-l():  itdl.'xlc  la  «ah-iiorie  ri,  des  n"'  17-21.  Ou  étudie 
avec  plus  de  delà  il  i\('>  rn-^  part  leiil  lers  iiitéressanls  dan-  les  der- 
i»iei">  II'"'  22-2.");  >piMia  Iciiicul  la  déformation  des  li  \  [lel•■^lll•laees 
envelop|»es  de  l'Iixperjdaii 


l'ixi-i-..  .-^  U/,.r,,—  V,  r 


V,j',=  U^V. 


où  les  l    sont  i.\r-  tdiutniii-  de  il  seul  et  les  V  de  <■  seul. 

Les  i<''>ii  liai-  iiliiciiii-  dans  ce  Mémoire  peuvent  être  étendus  au 
|>rol)lème  de  la  repré>ealalioii  contorme  dans  un  es|)ace  à  /?  ^  •)  di- 
mension-  :  ce  -ciM  I  idtp'l  d  lin  pincliain  AFéiiioire. 


i()ii\iri.i:s  i>iiKi.iMi.\Aiiu-:? 


1.   Considc'jnn-.  dan-  I  C-pace  ein  I  id  len  réel  à /Mliiiieii-ioii>,  un 

;i-cdre  formi'  d'un  point  M  et  de//  vecteurs  unités  rectani;iilaire>  l| , 

I.j I,,  I--II-   de    (  <■  point.    Supposons  que    les  eoordonné<;s  de 

rorii^me   M    et    le-    prop-ciioiis  t\e>  ii    \ecteurs   soient   dî'-^   lone- 

tions  diin  certain  noinlnc  de   paramèlres.  nonihre  qui  ne  peut  pas 

1  -                 "  '  "  —  ''ci-  ■  1  -         1  .  •     e     • 

dépasser  •  >ii   I  on  con-ulere  les  n  +  i    vecteurs  inliniiiient 

petits  ('/M,  1^/ 1 1 J  1„  ohteniis  en  donnant  aux:   paramètres   des 

accroissement-  inliniinent  petits,  ces  vecteurs  peuvent  s'exprimer 
linéairemenl  an  nioxen  des  \ecteiir>  li-  K.  •••-  ^u  en v-iin-mes,  les 
coetlicienl-    claiil     de-    (■\pre--ioii-    d i H'érentielles    linéaires.    En 

exprinianl  (pic  le-  \ecleur-   I,.  l^ !«  restent   de  loni;ueur  i  et 

rectaniiulaire-  entre  eu^,onarri\e  tacilement  aux  tormules  fonda- 
incnlalc- 


11) 


i       <IW      =     ('Jl        l|  l<);_        lo  -^    .    .    .  -f-    W,.,    I,;, 

I    d\,.  =mr\\\  —  -^,Ai~  .  .  .-^-^rtAii  {r=\. 


-,  n), 
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(lù  les  expressions  m^k  siilistoiii  aux  relations 

Les  expressions  lo/,  r^rs  nf  sont  pas  autie  chose  que  les  compo- 
santes par  rappoit  aux  axes  du  /i-èdre  du  dcpiaceuient  instantané 
de  ce  /i-èdre. 

I^es  covarianls  bilinéaires  des  expressions  to/.  tït^^  s"ex|)rnnent  en 
fonctions  bilinéaires  de  ces  mêmes  expressions  d  une  manière 
simple  qu'on  obtient  immédiatement  en  annulant  les  covariants 
Itilinéaires  des  seconds  uieudjres  des  équations  (i).  On  trouve 
ainsi 

(        W',.=    [     W,TOi,.]H-[     0J,7TÎ2,.J    —  .  .    .-1-    I      C0„T7T„,.  |, 
(o  j    -, 

(    W',,  —  I  CT,.,  THi,,  ]  —  [  773^2  ^2.,.  ]  -^  *..-+-  [  ^rn  ^^ns  ]  (  '',  S  =  \,  ■>.,   .  .  .  ,  H). 

Ces  toiinules  constituent  les  t(triuules  de  structure  du  i^roupe 
des  déplacements  euclidiens  de  lespace  à  /t  dimensions.  Dans  le 
cas  de  //  =  3,  elles  reproduisent  sous  une  toruie  condensée  des  for- 
mules classiques  dans  la  llié'oriedes  mou\emenls  à  plusuMirs  para- 
mètres. 

2.  On  peut  aussi  considt'rer  lesp.ice  au  point  de  vue  t;in^<;nt  lel. 
Désii^nons  par  P,.  le  premier  membre  de  ["('quation  normale  de 
l'hvperplan  mené  par  M  et  perpendiculaiie  au  vecleuri,-;  en  dési- 
i^nant  par  a  le  point  courant,  on  a 

le  second  uiembre  étant  le  produit   ;;('om('lriqiie  du   vecteur  I,   et 
du  vecteur  'j. —  _M  d'oriiiine  M  et  d  extrihiiih-  j.  ;  ou  a 

l  =  n 

d\'r=  dlr  !  (  ;jL  —  M  I  —  ],.  I  f/.M  =  V  HT,,,  F,—  oj,.. 

\nx  lormules  (i)  doivent  donc  sajouler  le>  forniu  le>  dualis- 
tiques 

(  i'  (     dVi.=  TTT,.,  P,  —  T7!,..2  Pi  — .  .  .  -i-  m,.,,  P,i  —  'o,.         {/■  =^  i  .■>.,....  ri), 
I  I  I  1  •  I  /M  /i  —  I  ) 

iliuit     les     seconds    lueiulnes     contiennent     les    — -    expres- 
sions (O/,  7îT;.y.  Ces  tormules  nous  seront  1res  utiles  dans  la  suite. 
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'.].  (  ]:>n->i(li  Tiiii^  iiiic  \.iri(''li'  il  //  —  1  (I  iiiiensioiis  de  l'espucf; 
;i  //  (liiueusi(»ii>  :  iioii^  appellerons,  pour  abréger,  hypers nrj'ac^i 
mie  U'.Wv  \ari(''li'.  L.i  position  d'un  point  M  sur  celte  li\  persurlaee 
dépend  de  //  —  i  paramètres  i,,  t>,  ...,  ^„_|.  Considf'rons  alors 
Mil  //-èdi»'  \aiial»l('  avant  pour  origine  un  poinl  M  \aiial»le  de 
I  liv|)ersurrace  et  tel  que  le  vecteur  I„  soit  normal  à  I  liypersur- 
(ace.   Le   poinl    M    ('tant  donné,  ce   //-èdre   peut  encore  d(''|)eiidre 

.     (  n  —  1  )  (  /«  —  i  )  , ,  ,  ,  .    ,  1  , 

(le ^ paiMiin'l  rcs.    tour   ce    /i-edre    variable,  ou   a  des 

toniiules  lelles  ([ue  (i),  (i');  mais,  ici,  rexpression  oj„  est  ideu- 
I  M|iifiiienl  uiille.  Les  tormules  (3)  montrent  alors  que  l'on  a 

[ojiTTT,,,  I  —  f  (.),  ^1,1  \  — . .  .-^  [w«-ira„_,,„]  =  <>; 

on  en  déduit  larileMicnt  que  les  expi'essions  rrr,.,,,  t;ij,,i ^,/-i,// 

sont  dus  comi)inaisons  linéaires  de  (o,.  0)2 <''«_i-  '>"  encore  de 

dfi.     t/f-2.     ...,     dtn   \: 

cela  est  d  ailleui>  (■vidcul  aiiliement,  car  llivpeiplan  tangent  1*„ 
étant  lonction  des  seuls  [)aramètres  ^,,  t-^^  ...,  /„_|,  les  com|)o- 
santes  T;5„r  de  sa  diUereul  itdie  (l\^„  dépendent  linéairement  de 

/-//,.     (It-i.      ....     dt„    i. 

Remarquons  du  reste,  et  cette  remarque  jouera  un  grand  r()le 
dans  la  suite,  que  le  noiiihre  des  paramètres  indépendants  dont 
dé|)end  riiyperplan  tangent  est  égal  au  nombre  des  expressions 
^i«i  ^2/n  •••-  ^«-i.«  linéairement  indépendantes. 

i.  Pi-opoxiiis-miii-  maintenant,  ('lant  donnée  une  by[)ersiir- 
t'ace  (S),  de  tioiiNcr  joules  les  liypersurtaces  (S)  applicables 
sur  (S).  ÎSous  su))poserons  que  nous  avons  attaché  à  cbaque  point 
de  (S)  un  /i-èdre  satisfaisant  aux  conditions  du  numéro  précé- 
dent; ce  «-èdre  dépendra  des   n  —  1  paramètres   /,,  t.^ tn-\- 

Le  ds-  de  l'hvpersiirlace  ('S)  est  évidemment 

ds-  =  (o{  —  w|  -+-...-(-  'Jifi-x ■ 

Si  N  {••>{  un  point  \ariable  de  rbypersurtace  (iJ),  ses  coordonnées 
son!  des  t'(inetion>  de  /,,  /;.,  .  .  .,  i,|_, ,  et  l'on  peut  toujours  trouver 
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n  —  i  vecU'urs  .1, .  .Ij )„_,  lels  que  1  ou  ;ul 

<"/\  =  (Oj  J|  ^-  ojj  J2-— . . .  -î-  w„_i  J„_i  : 

la  condition  que    le  ds-  de   (S)   soit   le   même  (pie   celui   de  (S) 

montre  alors  que  ces  11  —  1  \ecteur>  ,1,    xuit  de  loniiueui-  1  el  rec- 

lani;ulaires   entre   eux.   Désii;nons    alors    par   .]„  le   vecteur-unité 

rectangulaire    à    .1 , J/^-i-    On   délinit    ainsi  en   chaque   point 

de  (S)  un  certain  /<-cdrc  attaché  à  rhv|)ersurtace. 

Le  //-ètire  le  plus  i^énéral  de  l'espace  à  //  diuiensions  d("|)endant 

.      n  t  n  -^  \  )                ,  1  11.  -  ■       . 

de  pai-auietres  //, ii^,   le  prohli-inc    jtropose   revient 

alors  au  su  i\;inl  : 

Déleiiiiinrr    /es    f^iid/ititrs    //,.    u._, //,,    e/i   Jo/irtio/i    de 

tf.  t-2 ///    1  •  '/''  iiianière  à  avoii-  lidr/itile 

(4)  f/N  =  w,  .1, -f- (02  J2-1-- •  .-I- "J//    i-'«-i- 

Ce  premier  prohlème  une  fois  résolu,  nn  (-(uinaflra  les  compo- 
santes mobiles  du  mouvement  instantané  i\\i  //-cdre  attaché  à  (S) 
et  il  suflira  rusuilc  iVen  déduire  le  mou\rment  de  {-)  pour  avoir 
en  particulier  les  cooitlonnées  de   -N   en   toiiclion  de   /, ^«-i- 

.0.  Dési«inous  |)ar  de  grandes  lellrcs  Q^.,  If,ç  les  composantes  du 
uiouvement  instantané  du  «-èdrc  le  |dus  i;én('Mal  NJ,.  ...,  .!„  :  ce 
sont  des  expressions  de  Pfall'aux  varial)lcs  //,,  i/-2 u-^.  Le  sys- 
tème ditlcrenliel  à  intégrer  est  alors 

i    Q,       =  0J2, 

(5)  I    : 

1  e«    =0. 

Les  premiers  membres  ne  déj)endent  que  des  tonction>  inconnues 
M,,  ...,«v;   les   seconds   membres,   des    variables    indépendantes 

Égalons  les  covarianls  bilinéaires  des  deu\  uiembres  de  chacune 
des  équations   (5);   nous  avons,  en   tenant   C(jmpte  de   ces  équa- 


—  71  — 
I  lon^  (  .')  )  cl  i<'-^  iik' iii('<. 

|0J.,(l|.,,  m.,|  1  I  -r-  I  OJ:j(   ll:j,  —  TT.j ,  )  ]   -t- . . .    -  |  (0„      [(11,,      |,|  "  T^/,     I ,  I  )J   = 

foj|l  ll,.„_,—  TTT,.„     I  I  I  ^  [Ol'I  ll:i,«-l  —  '^.',/i-l)]  —•■•-<-  |w,j^.,(  Il „_,..„     1  —  ^„-i,n-l  )|  = 

Lc^   //  —  I    prcinirre'^   ('quiit  ioii^  (  (i  i    nioiil  rciil    ([iic    lo   cxpres- 

■^lt>lls     U,s — ^rs  (''•    v  =  1  ,    :•*. 'I  —  Il     -1)111     (le-    ri  )iiil)i  lia  im)11s 

I  iiKM  ii'f-  (!(>(>), t'i«_i  •  '^i  I  ou   jio-t'  a  Idi- 

/  =  n  — 1 

i  —  \ 
on  (»l)tienl 

«•i;a  1 1 1('  (|ii  I .   |i  II  II  I  ('  il 

inniitre  que  tous  les  eoellici(nits  a^f^  soni  uuU. 

Les  équations  (5)  entraineut  doue  connue  eonséquencc  les  non- 
\  elles  rqual  ion- 

(7)  11,.,.  =  Tn,..ç         (/•,  A- =  I ,  i.  .  . . ,  /?  —  1  ). 

6.  Pour(*\iter  toute  <;ontusion,  nous  mhxI  iliei'ons  un  |)eu  nos 
notations  en  posant 

-^1,1— 'ii^         ll//i='ï'/        (i  =  I,  2,  . .  .,  /i  —  1 1. 

L'égalité  (les  coxariants  hilinéaires  (ie>  (I<mi\  membres  de  cha- 
cune des  équations  {~)  donne,  en  lenani  cumph;  des  équations  (5) 
et  (7)  et  en  utilisant  les  formules  (3), 

(S)  [i|-,.vr,J  =  l'I/,.'^,!  <r.  s  =  \,-x.  ...,n  —  \). 

De  là  nous  allons  tirer  des  conclusions  importantes. 

Supposons  que  l'hyperplan  tangent  à  l'Iiypersurface  (Sj  dépende 
de  h  paramètres  {i^h^n  —  i).  On  peut  alors  supposer  choisis 
les  \ecteurs  tangents  L-''^^  •  •  -^  L/-i  ^^  manière  à  avoir 

les  h  ex})ressions  'L,,  d^oj  ••■'  'in  étant  liu('airement  indépendantes. 


L';  ai)iiil)ie  des  expressions  hlliiK-aires   ['i'/'^.j]   1  iiK'iilreiiieut    indé- 

|)eiidanle»    est    alors    de  - — '—^^-    Il  faat^   d  après    (S),    que   ce 

nonibie  soit  le  nirmc  pouil' Itypersurface  [S)  et  riiypersur- 
face  (y^).  Il  tant  doue  que,  ])oiir  ees  deux  hy[>ersurtaces,  le 
nojnhre  h  ail  la  jimmuc  valeur,  à  moins  que  la  somme  des  valeurs 
de  ee  nombre  pour  (S)  et  (^)  ne  soit(''i;ale  à  i .  e'esl-à-dire  à  moins 
que  (S)  ne  soit  un  lijperplan  ou  l'enveloppe  diin  livperplan 
dépendant  d"un  p;\r<iniètre. 

Donc,  pour  que  deux  hypersaijdces  soient  itpplicahles ,  il 
Jdiit  qne^  pour  ces  deux  hype?surjaces,  l'hyperplan  tangent 
d('i)en(le  du  nu'nw  nombre  de  paramètres  ;  exception  faite  du 
cas  oii  r une  des  hypersurjaces  serait  un  hyperplan  et  l'autre 
Vemeloppe  d'un  hyperplan  à  un  paramètre  (/rypersur/ace 
de^/dnppahle  ). 

r.KS    IIVI'KUSUKFArFS     DKVKI.OI'PABI.ES. 

7.  Evamimuis  tout  de  suite  ce  cas  d'exception,  et  pour  cela 
supposons  que  (S)  soit  renvelo|)pc  d'un  l)\p(M-plan  dépendant 
d'un  paramètre. 

J^e  système  de  PlalF 


(/•  =  !.    2 /l  I), 


li„  =:   <>, 

«iv=.. 

(/»  =  ! 

,    V..     .  . 

.  . ,  n  — 

-0, 

11,,,=  o 

(  /•.   S  =  1 

•  '-*,   • 

.  . .  n  — 

-l) 

<i») 


est  coniplèlcmenl  inl('';^r,d)le,  car  les  covariants  hilinéaires  des 
deux  mendjres  de  cliacune  de  ses  équations  sont  «îi;aux  en  tenant 
compte  des  équations  (ç))  elles-mêmes  :  cela  tient  à  ce  que  les 
expres>ions  ['}/•'>»]  sont  identi(piement  nulles.  Ce  système  ( q) 
étant  com|>lètement  inlé','^rahle,  il  existe  une  hjpersurtace  (i!) 
applicahle  sur  (S)  et  telle  que  M>=  <>  •"  c'est  évidemment  nn 
Il  V  pciplan. 

Toute  liypersurjare  enveloppe  d' hyper  plans  dépendant  d'un 
paramètre  est  donc  applicable  sur  un  hyperplan . 
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i.Ks  iivi'i:nsi m  vcKs 

I)(1M     l.'in  PKIll'I.AN    TANCiKNT    DKPRXD    KK    PUS    lil-:    l>i:i\    l'A  U  AM  KTKKS. 

<S.    l'.i'-soii.s  maiiileuaiil  au  ca^  dû  I  li  \  pcrsurtacc  (S)    t!sl    rra\>;- 
Iniinc  (l'iia  II  \  |u'i|ilaii   (lr|)iMi(lai»t  de  //^î  iiaraiiifl  rcs. 
Les  ('-^alilc's 

»;(iU(l  11  i>cul  .ni\  -iii\aiih's  : 

..  =  [u-i»r,u',]  =  [^-i'^i'i',  |. 

Ces  (leraières  iiioiilnul  (jiif,  si  ^'^  et  'L,  m)iiI  i  nithureiiieiit  ukIi- 
|)eiidante>,  chaque  e\|)re^>iiiii  '!/;-  e-l  nue  ('(Hiihiiiaisoii  liuéain' 
de  ^r,  et  (le  •!;,  ;  cela  u'esl  pas  possible,  ear  aloi^  /t  serait  au  plii> 
éj;al  à  2.  Il  v  a  donc  une  relation  lintniire  an  moins  entre  T|  et  •!/,. 
D'autre  part.  >i  -L,  e>l  nulle.  H',  l'est  aussi:  sinon,  en  etret,  les 
éi;alités 

pr,  «[•,,]  =  u 

montreraient  que  iliaque  expression  H',-  esl  piop(ulionnelle  a    M", 
et  h  serait,  égal  à  1;  de  même,  •!/,  est  nulle  si  *r,  l'est. 
Il  n'^ulte  de  là  que.  dans  tous  les  cas.  on  peut  écrire 


W 


r  —  -r  -f >• 


tr  étant   un   coetlicient    ditlerent  de   zéro.    Supposons   maintenanl. 
que  '!/,.  'Lj.  'Lj  soient  lint'aireiuent  indépendantes;  les  éi;alités 

donnent 

puis    i^^ty    si   -h^   n'est    pa-    nulle.    F.ii   dédiintixe  on  a,  qiu'l  ipie 

s.dt  /■. 

yv,=  t<l,         (£  =  ±i). 

Si  £  =: —  1 .  en  changeant  le  sens  dn  vecteur  .!„.  on  se  ramène  au 
cas  î^  I,  et  finalement  on  Irouxe 


(lO) 


l->,.  =    OJ,.. 
11,,,=  HT,.,, 


—  Il  — 

Les  inouveineuts  instantanés  des  n-èdres  attachés  à  (S)  et  (S) 
sont  donc  les  mêmes,  et  par  suite  les  hvjiersarfaces  (S)  et  (S)  sont 
('gales  (ou  symétriques).  AulremenL  dit,  Ihypersurface  (S)  est 
iiiih'Jormahle. 

Toulc  hypcisiirface  dont  riiyperplau  tangent  dépend  de 
trois  ou  d'un  plus  ninnd  nonihie  de  parcunèties  est  indéfoi- 
jnable. 


MÎS    HVPKKSUHFA<;ES    EN\  ELOI'l'KS    I)  IN    IIVI'EUPLAN    A    DKUX    PARAMETRES. 

9.  Piesie  le  ca>  //  r=  :>.  Dans  ce  cas,  on  peut  choisir  les  axes  du 
/?-«'dre  attachés  aux  différents  points  de  (S)  de  manière  à  avoir 

'i/3  =  'i;^  =  .  .  .  =  <L„_i  =  O. 

L  li\  pei'Miilac<'  est  rcn\elop])e  dune  taniillc  dhvperplans 
di'pendant  de  deux  paramètres  el  la  caractéristique  de  l'hyper- 
plan  Prt  esl  la  variété  plane  à  /*  —  >  dimensions  intersection 
deP,j,  P,.  P^.  l/livperplan  tangent  est  le  même  tout  le  long  de 
«ette  vaiK-li'  piano. 

On  a.  jtoiir  Imile  li y[)crsiirtace  (ï)  applicahle  sur  (S), 

M-3=Mv  =  ...=  vi„    ,  =  0. 

I  Diilc  lupersurlace  (S)  salislail  donc  au  système  de  Plafl 
<>,.  —  w,.  =0  (/•  =  I  ,■>.,...,/<—  I  ), 


^l's  -  O, 

et  Ton  a,  en  tenant  compte  de  ces  équations  (1  1), 

I      o;. —  t<i',.    =0  (  r  =  \,  ■>.,...,  a —  i)^ 

j  n',,.  —  TO,,.  —  o  (/-^S,   n  —  \), 

I     II',.,.    —  77T;.,    =0  (/•,    5  =   H rt  —  l), 


10.  l'iiiMtiis  (liihonl    1,1    i'cin;ii'([iic   Mii\aiilc.    L  ciiiiiil  uni   o)„^(i 

lionne 

["jrVi  I  -î-  I  ^"■•'\'ï\  ~  ", 

ce  (|iii  iiKinIrc  que  'l^  cl  -î/o  soni  deux  (•()iiil)in;ii>()ii^  lim-aucs 
(nécessiuri'iiH'iil  mdi'pcndaiilcs  )  de  (o,  cl  (Oo.  I/(''(|  iial  ntu  •!;,.  z=  f) 
Odiidii  il  a  lors  à 

I  Wl/'^l   I    —    [TTTi,.'!//.   I    =    (I, 

iv  (|iii  montre  que  m,,,  el  Try;^/-  ><»ul  deux  eoinl)iiiaisoii>  lin(';air<!s 
de  'il,  et  '1/2?  yl  piii'  >^nite  de  (o,  el  (Oj.  (Jri  \oil  donc  que  les  seconds 
membres  des  équations  (i'^)  ne  font  intervenir  que  quatre  expres- 
sions de  Pfali"  to,,  too.  *I^(-  ^'2  indépendantes  des  premiers  mem- 
hres  des  éijuations  (m):  sur  ces  quatre  expressions,  deux 
dépendent  des  ilitiérentielles  des  \ariables  lucK-pendantes,  deux 
des  difTéi'entiell»;s  des  fonctions  inconnues. 
l*osons 

(1,5)  ;  (/•=.$,...,«-■; 

(    7752,.=  '{r^l  +   'J;W2 

La  ('ondit  ion 

[-oiMM-^[oj2U-.,J  =  <. 

permet  de  poser 

i  M".  =  A  W|  ^  M  iD). 
(14  ) 

avec  trois  coetlicients  arbitraires  A,  M.  N;  soient  A,  |j.,  v  les 
valeurs  de  c"es  coefficients  pour  (S);  la  C(uidition 

[U^Vr.,]=[.^,,l;,] 

donne 

(i5)  AN  —  M2=  Àv  — [Ji2. 

Enlin,  la  cond  itioii 

|^.,'ri|--[nT,,.<r.,]  =  .. 

donne 

(iC.  )  ;i,.A  -+- (0,.— a,.  )M  _  Y,.N  =  o         (r  =  ^,...,n  —  l). 

équations  \  ('nlii-es  aussi  bien  pour  (S)  ([iic  |)our  (i^).  Ces  équa- 
tions se  réduisent   <'"\  idemment  à  deux  ait  plus. 

11.  D'après  cela,  plusieurs  cas  sont  possibles,  suivant  : 
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i"   (^ii'il  y  ;i  deux  équations  (i())  inrl('|)endiintes  ; 

:i"   Qu'il  V  a  une  seule  équation  (  ili)  iii(lé])en(lanle  ; 

3"   Que  les  équations  (i6)  se  réduisent  toutes  à  des  identités. 

Eliminons  d  ahoi'd  le  jtreniior  cas,  qui  donne  ex  ideuunent 

A  _  I\l  _  N 

ces  r,(|)|)()rt>  ('■lant,  d'après  (i  5),  éi;au\  à  ±  i;   on  a  al()r>,  en  chan- 
geant au  hesoin  le  sens  de  la  nonuale  de  (il). 

et  par  suite  (i^)   et    (S)  sont   éi;ales   et  syjuc'lriques.    Dans   ce  cas 
jiénéral,  l'Iiypersurlace  (S")  est  ind<'dV)rinal)lt;. 

Restent    les   deux  antres   cas   :    nous  allons   couiuiencer  [)ar   le 
dernier. 


I-ES    nVl'ERSLIUACKS    DEFORMABLES    DE    LA    PKEMM-IRE    CATEGORIE. 

12.    J  )ans  ce  cas,  on  a 

a,.  =  0,.,  [i,.  =  (..  Y'  =  "• 

N's  (oxananls  liilinéaires  qui    s(^    trouvent    auv   second>    membres 
de  (]■>.)  X'  rc'duisent  alors  à  deux  indépendants,  à  savoir 

J^e  s\slèuie  (ii)  est  par  suite  en  insolution  et  son  intéi;rale 
i^énérale  dépend  de  deux  fonctions  arbitraires  d'un  arguuient.  //  y 
a  donc  une  infinité  tV iiypeis aifaces  (^)  tipplicdhlcs  sur  (S)  et. 
ces  liypersuifcices  dépendent  de  deux  Jonctions  arbitraires 
d  un  ari>ujn.eni. 

On  peut,  du  reste,  caractériser  d  une  manière  ^géométrique 
siuqile  les  liypersurfaces  (S)  en  question  et  ramener  le  problème 
de  leur  déformation  à  celui  de  la  déformation  d'une  surface  dans 
1  espace  à  trois  dimensions  euclidien  ou  splu-iique. 

I.    Supposons,    en   premier    lieu,    lou>    le>    coellicients    a^  nuls. 


I.fs  loriimlcs 

(17)  </l'|        t  TTT,.,  I'.     !-   'L,   P„  (,i,, 
</l'o    =           'TTolP,^    ■^.,  l'„  -   <.J.> 

molli  mil  ;iloi>»  (|iit'  If  s\>lriiir  1 1  iK'ii  lie  d'I)  \  |)cr|tliius 

est  fixe  (*).  Si  Iou  cIioiniI  les  axes  fixes  d'  munièrc  (jue  les  Imis 
premiers  plans  de  (■i)c)i(l<)nn<''es  fussent  parlu;  de  ce  svsièmc,  I  li\- 
perplan  laiii^eul  à  (S)  a  une  «•quation  de  la  tonne 

OÙ  les  eoellieients  dt'pendent  de  denx  piiMinrlns.  l'ar  siiih;, 
réquatioa  de  riiypersnrlace  est  de  la  tonne 

(18)  V( Xi,  j-o,  X3)  ^=  0. 

Les    varnités    liiK-an-es    à    /i  -    .1  dimeii>ion>  '-X    (pu  eni;endren(. 

rhjpersnrtace    et    qui    sont,    les    caractéristiques    de    lliyperplaii 

tani:<'nt  (mtersect  ion  de>  Il  \  |)frplans   I\^.  P,,  IV,  1   Junt  pirlii'   d'un 

réseau  fixe. 

/'i  =  ((inst.,         ./o  =  <^<insl,.,         a"H  =  con?t. 

Le    résea.ii    des    varuics    liiK-aires    oithoi^onales   à    trois   dimen- 
sions a", 

3^4=  CDiist.,  . . .,  ,/■„  =  consl. 

est  ('iialement  tixe.  Vnv  chaque  ])oinl  de  1  esj)ace  passe  une  \ariété 
linéaire  '-S  du  premier  n'-seau  et  une  seule,  une  variété  linéaire  ^j?' 
du  second  réseau  et  une  seule;  |>ar  le  point  M  par  exemple  la 
variétc-  (^S)  est  l'intersection  des  hjperplans  P„,  P( ,  Po;  la  variété  ('j?'j 

l'intersection  des  livperplans  P.5 P„    1  •  Cliaque  variété  linéaire^r 

coupe  riiypersurtace  (S)  siii\.int  une  variété  à  deux  dimensions  ou 


(')   l-'ii    ellet.   la     loriiic    liiii'iiirç   de    ci-s   (■■(|iialii>iis    aux    (lillV'iciit  ielleis    lolales 
montre  (jne  l'on  a 

I',        ;,   V,-f-;„  A,-i-  r,  Aj-H  ï. 

1  *o  -    f,  i  A ,  -1-  -f.^  A  .j  -H  T,,  A3  H-  r, . 

P„  =  Ç,  A,  -+-  Ç.  A.-i-  Ç,  A.; -H  :. 

les  li\  iieii>l.nis  A,.   A.^.  A.  t-tiinl    des  li\  ixiplaiis  li\es  ailiilrairet^. 
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surface  (.s)  et  1  liypersurface  (S)  esl  engendrée  en  menant  par 
chaque  point  de  (s)  la  variété  gén<'ralrice 'J?  qui  passe  par  ce  point. 
Sur  une  \ariél(''  "J?'  fixe  (03 W/(_  1  muiI  nuls  cl  I On  a 

d^l  =     <"i  11  -;-  "Jo  lo, 

d]i  =     TOijIa-^  '^1  Kl. 
(19)  < 

d\,  =     TOji  11  --  'lî  \,i' 

Le  ds-  de  la  surface  (i)  est  donc  o)';^  ^  to';;. 

LliA  persurtace  (I!)  a  une  génér.ihon  analogue  à  celle  de  (S) 
avec  deux  réseaux  orthogonaux  de  \ari<i('s  linéaires  ^à  /i  —  i  di- 
mensions, y  à  trois  dimension^,  chaque  variété  ^  coupant  (ï) 
suivant  une  surface  (o-).  Pour  I  apjilicabiUlc  de  (S)  5M/"  (S)  il 
faut  qup  les  surfaces  (5)  et  fc-),  considérées  comme  appartenant 
chacune  à  un  espace  euclidien  à  trois  dimensions  (9?' )  et  (^), 
soient  applicables  l'une  sur  l'an  Ire.  ci  il  est  évident  que  la 
conditninesl  >ullisaute. 

11.  Su|)p()Sons  en  second  lien  (pic  les  Cdcflicn-nls  X;- ne  sont  pa^ 
ton>  nuls.  Partons  des  formules 

d?„  =  —  61P,  — •i'.l'i. 

d\\  =      77T,,Po^oi,(a3p,-4-...-^ï„_,P„_,  — ij-  -^,F„. 

(l\'.,=      TO,,l',__(,j2(a.tp3-f-.  .  .-^  a„    ,  !'„_,  —  1;  — -S.  ['„; 

on    pcnl    clidi^ir  h-  //-cdrc  alhulu'  ii  I  hvpersurlacc   de    manière  à 

a\  on- 

Xi  =  .  .  .  =  a,,^,  =  o  ; 

il  sulfit  pour  cela  de  prendre  le  plan  7.;;  P;,  — ...  — a„_,P„_,  pour 
troisième  plan  coortlonné- :  (^cri\()n>  pour  ahréger  a  à  la  |)lace 
de  a:t. 

Des  tormules 

77!|,.  =   O.  702,    =    O  (  /•  =    4,     ....    « i) 

on  d(''dn  II ,  pai'  (.!  ). 

'J.  [  W,  777;,,.]    =    7.  I  OJo  7TÎ;j,.J    =   (.  ; 

d  '  o  1 1 
De 


(1 1 1    ( 1 1  M  I  1 1  I  I     (  ' 1 1 >  1 1  I I ( • 

[cji  (  <l-j.  —  x-  oj  j  )  ]  =  I  ci-ii  (h.  —  a-  f'):;  )  I  =   j . 
(I  1)11 

I  )p  là  ri'^ii  II  riil   li'^  Il  II  iiiii  U'S 

l*,n-  milite  /é  s^■sfèJlll'  /i/i/'tiii''  //'/nfi''ifif(f/is 

êv/  fixe.  Si  l  <jii  cliitisil  le>  axes  fixes  de  iiiauière  que  le>  qiiatie 
premiers  hyperplans  de  cooriltmiiées  fassent  partie  de  ce  svsfèiiie, 
DU  voit  que  riiypersurlace  (S)  est  l  eaxeloppr  il  un  li\  pi-rplaii 

//,  /'i  -^  ll.,.r>^-  U:iX^-^  ll:,.Vi  =  O. 

où  les  Cl  irl  llciiMil  V  (|r]  ii'iK  Iriil  (le  (l(Ml\  p.l  IM  I  uè  tres .  Alll  I  rllli'llt  (lit 
l 't'ijtid t i'iii  <!'■  r II  \'ii('r.sii rj iii-r  rst  ilr  lu  Jiirnic 


<'U 


Kia-i,  ./a-  -^"s-  •^"i  *  =^  t'- 


F  ('tant  homogène. 

J,"liypersurtace  est  eiii;eii(lrée  par  des  variéli'-^  Imrairrs  à  //  —  ô 
dimensions  y?  qui  font  partie  du  réseau  fixe 


^■, 


fonsl.         const.         coiisl.         cinsl. 


leur.-»  I  i-,i  jcctoirc^   dil  In  i-oiia  lc>   ii  I  r^i'^  d  i  iiumi^hmi^  *,','    lnniieiit  éya- 
leiiieul  uu  {•(••^eiiu  li\c  , 


Tn  =  CDtl-t  .. 


./•„  =  iiiii-i..  :r'\  —  x'î  -r-  t'I  -^  :r'\  =  consl.  : 


ce  >oiit  de>  \,irir'i('>  li  \  perspiiériques  à  lini-  dinieusions  :    la  ([uan- 


titc    -    est     le    r.iNoii    de    (;rllc    (iiii    |i,i---i'    n.ii- 


M  .    (  lliacuiu'    d  elles 
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côiipe  (S)  suivant  une  surface  (s)  et  (S)  esl  enj^endrée  par  le.- 
xariétés  linéaires  (*:?)  qui  passent  par  les  clifTérents  points  de  (.s). 
Sur  une  variété  ^S'  fixe  oi;,,  . . .,  (o„_,  sont  nuls  et  l'on  a 

dM  =  (jji   J)  ^    (02  lo, 

dl  1   =  TîT|  .1 1.>  -+-  a'tj|  I  j  -+-  '1/j  1„, 
(•.>.2)  ■  '    '  '  ■ 

J    f/Jj    =  TTToi  1  I  -f-  ai02  l.j  -i-  'i>2  I/i, 


(      ^J„=-4;,I,_,L2l2. 

Le  fis-  de  la  surface  (s)  tracé-e  dans  cet  espace  sphérique  à  trois 
dimensions  de  courhure  a-  est  wf -h  to^. 

L'Iijpersurtace  (-)a  une  i^énération  analogue  à  celle  de  (S)  avec 
deux  réseaux  orthoi^onaux  de  variétés,  les  unes  linaires  ^  à /^  —  > 
dimensions  et  les  autres  s|)liéiiques  ^  à  trois  dimensions.  Chaque 
variété  ^'  coupe  (S)  suivant  une  surface  (7).  Pour  rapplicalnlit<- 
de  (S)  et  de  (I)  il  ftidf  que  les  surfaces  (s)  et  (3-)  situées  dans 
deux  variétés  ^ï'  et  ^  de  même  courbure  i  soient  applicables 
l'une  sur  l'autre^  et  il  est  évident  que  cela  suffit.  La  reclierche 
des  lijpersurfaces  (  ï)  appUcal)les  sur  (S)  revient  donc  ici  à  la 
recherche,  dans  un  espace  sphérique  à  trois  dimensions  de  cour- 
hure  I,  des  surfaces  applicahles  sur  une  surface  donnée. 

LES    HYi'KliSl  lU-VIKS   llKFOK.MAHLES    DE    LA    SECONDE    CATÉCIORIE. 

1)^.  Supjtosons  Jiiaiulcuant  que  les  équations  (i(i)  se  réduisent 
à  une  seule,  ou.  (^e  qui  revient  au  même,  que  les  équations 

(23  )       Oi-iT^i,.  —  OJj  TÏTor^  -J /■('-•  ii  -I-(^/- 7.,.)Wi  0-)2  —  Yr^^î  =  O       (/■  =  3,  ...,  /i  —  II, 

sans  être  toutes  des  i(h.'ntités,  se  réduisent  à  une  seule. 

Cette  équation  unique  est  hdjuogène  et  du  second  dei;ré  en  (o,, 
too  et  l'on  peut  se  trouver  encore  dans  deux  cas  dilTérents,  suivant 
que  le  [)reuiier  memhre  esl  un  carré  parfait  ou  non. 

^<ous  examinerons  dahord  le  premier  cas.  On  peut  iiroliler  (ie 
1  indétermination  des  secteurs  tangents  I,,  lo  |)<>ur  siqq)()ser  que 
l'équation  (a.i)  se  réduit  à 

autrement  dit  qii On  a 
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On  a  donc,  d'après  (i(J), 

N  =  o,         V  =  o 
cl  par  suite,  d'après  (i5), 

on  peut,  du  reste,  toujours  choisir  le  sens  positif  de  la  normale 
à  (S)  pour  que  M  soit  égal  à  u.;  on  aura  alors,  par  suite, 

W,  =  'h,. 

On  peut  donc  ajouter  aux  équations  du  système  de  Pfaff  (i  i)  la 
nouvelle  équation 

To— •!;2=  o. 

Les  covariants  bilinéaires  des  premiers  membres  du  nouveau  sys- 
tème deviennent  alors,  en  tenant  compte  de  ce  système, 

q;.  _  oy',   =  o, 

Q'„  s  [toi  (T, -•]/,)], 
n'.2-^',2=!4">i(^'i-4'i)]. 

(25)  {    II',;, HTi,,  ^O, 

i    n;.^   —  w'rs   =  O, 

\  W',  =  -a,[oj, (»!',- -i,)]- 

Si  HT, 2  est  linéairement  indépendante  de  o),,  les  seconds 
membres  des  relations  précédentes  ne  peuvent  être  nuls  que  si 
W,  —  ai  est  nul.  Dans  ce  cas  les  n-èdres  attachés  à  (S)  et  (S)  ont 
le  même  mouvement  instantané  et  (S)  est  égale  ou  symétrique 
à  (S)  :  rhypersurface  (S)  est  indéformable. 

Si,  au  contraire,  on  a 

(26)  TO12  =  hiOi, 

le  système  de  Pfaff  prolongé  est  en    involution,  et  son  intégrale 
générale  dépend  d'une  fonction  arbitraire  dun  argument. 

14.  Les  hypersurfaces  (S)  qui  satisfont  à  la  condition  trouvée 
peuvent  être  définies  d'une  manière  géométrique  simple  comme 
des  lieux  de  variétés  linéaires  à  n  —  2  dimensions  dépendant 
d 'un  paramètre. 

XLIV.  6 


y^  

Remarquons  en  effet  que  réqualion 

Oj'i  =   [cOoTUoi]  -+-  [wsTOsi  ]+...-+-  [<*J„_iTTT„-i.lJ 

peut  s'écrire,  grâce  aux  relations  (24)  et  (26), 

et  que,  par  suite,  léqualion  W)  =  o  est  complètement  intégrable. 
Cette  équation  définit  donc  sur  (S)  une  famille  à  un  paramètre  de 
variétés  à  ji  —  2  dimensions;  or,  quand  on  se  déplace  sur  une  de 
ces  v'^riétés,  c'est-à-dire  quand  on  fait  w,  =:  o,  on  a 

^Pi=      -i^iP;,; 

la  variété  linéaire  d'intersection  de  P,^  et  P,  reste  donc  fixe  :  c'est 
par  suite  la  variété  an  —  2  dimensions  considérée. 

Réciproquement,  supposons  que  (S)  soit  le  lieu  d'une  variété 
linéaire  à  n — 2  dimensions  dépendant  d'un  paramètre.  Les 
hjperplans  tangents  sont  les  hjperplans  qui  contiennent  cette 
variété  :  ils  dépendent  donc  de  deux  paramètres.  En  conservant 
les  notations  habituelles  on  peut  supposer  que  la  variété  généra- 
trice -A  n  —  2  dimensions  est  l'intersection  de  P,^  et  de  P).  Or, 
on  a 

d?i  =  TiJi2P2-H  rnijPs-F.  .  .-l-TÎTi,„_iP„_i-t-  '^1  F'„—  w,. 

Il  faut  que,  si  l'on  tient  compte  de  l'équation  aux  différentielles 
totales  qui  est  vérifiée  quand  on  se  déplace  sur  une  génératrice 
k  71  —  2  dimensions,  les  seconds  membres  de  dP^  et  dP^^  soient 
linéaires  et  homogènes  en  P,  et  P„.  Il  faut,  par  suite,  que  cette 
équation  aux  différentielles  totales  soit  w,  =  o  et  qu'elle  entraine 


On  a  donc 


et,  comme  a  n'est  pas  nul. 


les  relations   (24)    et    (26)    sont   donc  vérifiées,    ce    qu'il    fallait 
démontrer. 
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lo.  Eludions  d'iiii  pou  [)lus  près  la  (lûformutioii  des  livpei- 
surtiices  précédentes.  Le  déplacement  instanlani-  du  /i-èdre  attaché 
à  riiypersurface  déformée  (S)  est  facile  à  déterminer  sans  inté- 
gration. Les  composantes  de  ce  déplacement  sont  en  ellet  les 
mêmes  que  pour  (S),  à  la  seule  exception  de  Wi,  et  l'on  a  évidem- 
ment 

xr,  —  .1/,=  pto]. 

le  coefficient  o  dépendant  naturellement  d'une  fonction  arbitraire 
d'un  argument.  Or  le  premier  membre  W,  — 'i,  est  une  différen- 
tielle exacte  puisqu'on  a 

le  second  membre  est  donc  aussi  une  différentielle  exacte.  Or, 
l'équation  lo,  =  o  admet  pour  intégrale  le  paramètre  dont  dépend 
la  variété  linéaire  génératrice;  si  t  est  ce  paramètre,  on  a  donc 

f{t)  désignant  une  fonction  arbitraire  de  t. 

Cette  fonction  f{t)  étant  fixée,  la  détermination  de  l'hyper- 
surface  (2)  dépend  de  l'intégration  d'un  système  d'équations 
différentielles  linéaires,  associé  au  groupe  euclidien  de  l'espace 
à  n  dimensions.  Si  n  est  égal  à  4-  ce  système,  comme  l'on  sait,  se 
ramène  à  deux  équations  de  Riccati. 

On  peut  se  demander  s'il  ne  serait  pas  possible  de  diriger  les 
calculs  de  manière  à  avoir  sans  aucun  signe  d'intégration  l'hyper- 
surface  (2)  la  plus  générale  applicable  sur  une  hypersurface 
donnée  (S)  ;  autrement  dit,  s'il  serait  possible  d'exprimer  les  coor- 
données d'un  point  de  (S)  par  des  formules  dépendant  d'une 
manière  déterminée  d'une  fonction  arbitraire  d'un  argument  et 
de  ses  dérivées  jusqu'à  un  certain  ordre,  li  fi^ul  et  il  sutfit  pour 
cela  que  le  système  de  Pfaff 

I   Qr  —  0)^=0-'  (r  =  I,  .  .  . ,  «  —  i), 

(27)  ■Urs—^r,=  0  (/%  5  =  I,    .  ..,  n  --I), 

ir,  —  'li  =  o, 

Wr=  o  (  /•  =  3 ,  .  .  . ,  n  —  I  j 

jouisse  de  la  propriété  suivante  :  chacun  de  ses  systèmes  dérivés 


successifs  contient  une  seule  équation  de  moins  que  le  précé- 
dent. 

Or,  on  a,  en  tenant  compte  de  (24)  et  (26), 

0;,     _  oj',.    =  o, 
l  9.;,    ^      [oy,(Wi-'hi)], 

(25)      /  II'j^  — tît',^  =  o  (5  =  3,  .  ..,«  — i), 

j  n',.^  —  w'rs  =  0  (/■, s  =  3,  .  .  .  ,  «.  —  l), 

Par  suite,  le  système  dérivé  de  (27)  est 

( r  —  I,  .  . .,  n  —  i), 


(28) 


(5  =  3,  .  .  . ,  n  —  i), 
(r,s  =  3,  ...,  «  —  1), 


('•  =  3,  ...,rt  — i). 
On  a  maintenant,  en  tenant  compte  de  ces  équations  (28), 

O'i  -  w'i  =-  [Q„(VF2—  |Jlt0.2)], 

li'2  —  w',  =  —  [Q„  (»F2  +  [JLW,  )]  =  —  2  [jl[Q„  oj,  ]  ; 

ces    deux    formules    suffisent    à   prouver  que    le    système    dérivé 
de  (28)  contient  au  moins  deux  équations  de  moins  que  (28). 

c.  Q.  F.  D. 

J6.  Plaçons-nous  à  un  autre  point  de  vue  en  nous  contentant 
de  traiter  le  cas  /i  =  4-  Dans  ce  cas,  la  variété  génératrice  à  deux 
dimensions  [P4P,]a,  avec  la  variété  infiniment  voisine,  un  point 
commun  Mq  que  nous  supposerons  à  distance  finie,  pour  rester 
dans  le  cas  général.  Les  formules 

dPi  =  h0iiP-2-\-  «3^1  Ps-t-  'l^i  P4  —  Wl 

montrent  que  ce  point  Mq  est  l'intersection  des  hyperplans  P4,  P,, 
P.,  Pa-f. 


On  a  donc 


Mo  =  M  --  -  I, 


De  là  il  résulte  que  le  vecteur  I^  associé  au  point  M  contient  le 
point  Mo  et  que  la  dislance  MMo=  —  se  conserve  par  la  déforina- 
tion.  On  a  de  plus 

rfMo  =  d  U\   ^    -1-  13")    =  _    li  CO,  I,  -    (^0.3  -    =^ 


les  coefficients  de  L  et  I3  dans  le  second  membre  étant  également 
des  invariants  dans  la  déformation,  il  en  résulte  que  la  droite  MMq 
fait  avec  la  tangente  à  la  courbe  lieu  de  Mq  [tangente  qui  se  trouve 
dans  la  variété  (P)]  un  angle  invariant  dans  la  déformation. 

Si  donc  (Hi  se  donne  la  courbe  (C )  lieu  du  point  ^Iq  la  variété 
génératrice  qui  correspond  au  point  Mo  contient  la  tangente  à  la 
covirbe  (Gj  en  ce  point.  Si  Ion  considère  alors  dans  la  variété  (P) 
le  système  de  coordonnées  ayant  pour  origine  le  point  Mq  et  pour 
axes  la  tangente  et  la  normale  à  (C),  les  coordonnées  (a?,  j')  d'un 
point  M  de  Thypersurface  (S)  par  rapport  à  ce  système  sont  des 
invariants  dans  la  déformation  On  peut  choisir  un  4-èdre 
(MqK,  K2K.3K.4  )  attaché  à  la  courbe  (C)  du  point  ^Iq  de  manière 
à  satisfaire  aux  formules  de  Frenet 

^Mo  _  ^ 

^  =  .K, 

ds         ^     "' 

— —  =—  pKi-f-  «1K3, 
ds 

dK^ 

oîi  c,  T,  -  sont  les  trois  courbures  de  la  courbe  (G)  et  R(,  Ko,  K3, 
K4  les  vecteurs  unités  portés  sur  la  tangente,  la  première  nor- 
male principale,  etc.  On  a  alors,  pour  un  point  variable  de  (S), 

M  =  M.-^a^Ki  — j-(aK2--  3K3-- YK4), 
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où  a,  (j,  y  sont  des  fonctions  de  l'arc  s  de  (C)  satisfaisant  à 

«2  -}-  JÎ2  -f-  Y2  =  I  . 

On  trouve  sans  difficulté  pour  le  carré  de  Télément  d'arc  de  (S) 

rfS2  =  [ dx-  -f-  ( I  —  y.py)  ds]--i-  dy'*-  -i-  2  ap  a;  dy  ds 

-+-  ;  [ST  -^  (a'-  ^a)jK]-^+  [(13'+  aa-7-)^+  (y'+  P^r^lr'  I  ds\ 

Dans  la  déformation  x^  y  el  s  restent  invariants  ;  il  faut  donc 
que  xp  reste  aussi  constant  et  par  suite  le  coefficient  de  ds-;  donc 
preste  constant  ainsi  que  a.  Si  l'on  désigne  par  les  mêmes  lettres, 
affectées    de    l'indice    i,    les    quantités  correspondant   à  l'hyper- 

surface  (S),  on  a 

«1  =  a, 

i3iai=  ^J, 

Si,  par  exemple,  on  choisit  pouro-,  une  fonction  arbitraire  de  5, 
la  quantité  p,  est  déterminée  et  par  suite  y,,  et  la  dernière  équa- 
tion donne  T).  La  courbe  (G,)  est  alors  déterminée  par  ses  trois 
courbures  p,  =  p,  a,  et  t,,  mais  sa  détermination  effective  exige 
encore  l'intégration  de  deux  équations  de  Piiccati,  ce'qui  concorde 
avec  le  résultat  général  énoncé  plus  haut. 

La  discussion  des  cas  particuliers  se  ferait  sans  difficulté. 

LES   HYPERSURFACES   DÉFORMABLES    DE    LA   TROISIÈME    CATÉGORIE. 

17.  Revenons  maintenant  à  l'équation  (ai)  qui  est  une  équation 
homogène  et  du  second  degré  en  to,  et  Wo,  et  plaçons-nous  dans 
le  dernier  cas  qui  nous  reste  à  examiner,  celui  où  le  premier 
membre  de  cette  équation  n'est  pas  un  carré  psrfait.  Cette  équation 
a  une  signification  géométrique  simple  :  elle  exprime  Cjue  la 
variété  génératrice  an  —  3  diinensions ,  intersection  de  P,<,  P, 
et  Po,  a  en  commun  avec  la  variété  infiniment  voisine  une 
variété  linéaire  à  n — 4  dimensions;  ce  qu'on  peut  exprimer 
plus  brièvement  en  disant  qu'elle  a  une  enveloppe. 
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On  a  en  efiet 

dP.2  =  TO21  Pi  4-^23  1*3  +  .  .  .-l-ra.,.«-ll*«  -l-^-'^2f;i—  f»2- 

La  caractéristique  de  la  variété  génératrice  est  donc  l'intersection 
commune  de  cette  variété  avec  les  hvperplans 

^îsPs-i--  •  •-^-  ra2,„_iP„_i  —  oj.,; 
pour  qu'il  y  ait  une  enveloppe  il  fiiut  et  il  suffit  qu'on  ait 

<^l'^2r COoTTÎi,.  ^  O  (/•  =    3,    .  .  .  ,  «  1). 

Cette  condition  géométrique  se  traduit  évidemment  par  une 
équation  différentielle  du  premier  ordre  et  du  second  degré  par 
rapport  aux  deux  paramètres  dont  dépend  l'hyperplan' tangent,  et 
l'on  peut  supposer  que  cette  équation  différentielle  est 

du  di>  =:  o. 

Il  est  alors  facile  de  voir  que  V hyperplan  P„  satisfait  à  une  équa- 
tion de  Laplace  de  la  forme 

ou  dv  au  ôv 

il  est  du  reste  facile  de  le  vérifier  par  le  calcul. 

L'intersection  de  Pi  et  de  P2  ne  dépend  que  de  u  et  de  v]  nous 
pourrons  toujours  choisir  l'iivperplan  P,  lui-même  de  manière 
qu'il  ne  dépende  que  ^le  u  et  de  p  ;  il  en  sera  de  même  de  Po  •" 
cela  revient  à  dire  que   îîT|o  est  une  combinaison  linéaire  de  to, 

et  (Oo.  Posons 

^12=  h  du  -H  k  dv, 

et  soit 

(0)0  —  /?  oji  )  (  (.02  —  fj  '-'H  )  =  O 

l'équation  (aS)  qui  admet  pour  intégrales  u  =  const.  et  v  ^  const. 

On  peut  poser 

w,  =    a  du   -H  b  dv, 

i.ù2  =  pa  du  -+-  q  b  dv, 

puis 

CT,,.  =     a,,  du -h     b,.dv  ,  _  , 

mîr=^  pf^r  du  -h  q  (),■  dv 
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Les  relations 

[toid/j]   -+-  [wo^Lo]  =  o, 

[TOj,.'ii]  -f-  [TTJjr'i'iJ    =  O 

permettent  enfin  de  poser 

4^1  =  —  q  m  du  —  pn  dç, 
'^'i=^  ni  du  -1-  n  dv . 
La  formule 

et  l'hjpothèse  que  P„,  P, ,  P2  ne  dépendent  que  de  u  et  r  montrent 
que  les  coefficients  de  du^  cU^  dans  -!/,  et  «Lo  sont  des  fonctions  de  u 
et  V  seuls;  les  quantités  yj,  q^  m,  /i  sont  donc  des  fonctions  de  u 
et  de  t'  seulement. 
Cela  posé,  on  a 


(3o) 


^^=  «(/^Pi-P2); 

d'autre  part,  les  formules 

d^x  —  —     {a  du-v-  b  dv)     -+■  {h  du -\-  k  dv)^^ 

r  =  n  —  l 

-f-     ^    (  a,,  du  -h  br  dv)Pr — (q  m  du -\- p  n  di>)P  „, 
1=3 

dP^  —  —  {pa  du  -\-  qb  dv)  —  (h  du  -h  k  dv)Pi 

r=n  —  l 

->-     ^    {pa,.  du -\- qb,.dv)P r-^  {indu -\- n  dv)P n 


montrent  que 

dP^  _     ^  ^^2  àPi 

ôv         "   àv  '  Ou        ^    du 


à-  P 

ne  dépendent  que  de  P,,  P.>,  P„,  ou  encore  que  - — ^^  est  linéaire 

'■  '■  -  ,  ,  ^  Ou  OV 

dp^  dp^ 

du        dv 

La  réciproque  est  du  reste  évidente. 

Quant  avix  coefficients  a,  [i,  y,  de  l'équation  (29),  on  peut  les 
calculer,  soit  en  dérivant  la  première  équation  (3o)  par  rapport 
k  v^  soit  en  dérivant  la  deuxième  équation  (3o)  par  rapport  à  u;  on 
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obtient  ainsi  les  relations 


j  -,  —  ,»,i(i  -{-pq)  =  o, 

mot  -+-   /l'zi   —  m k(i  -\-     — -—      =  o , 
'  ov 

^3j)  ,   ■tiqn.  +  np'p^   mk  +  — ^  =  o, 

mx  -+-   n'i  —  n/ip  +      — -      =  o, 
'  du 

o            1          à(np) 
mq  a  H-  «  n  i  -4-    nli    -f-  =  o. 


18.  Arrivons  maintenant  au  problème  de  la  déformation  de  (S). 
Quand  on  passe  de  (S)  à  (S)  les  coefficients  a,  6,  «;-,  hr-,  />,  ^  de  f/w 
et  dv  dans  w,,  too,  rrr,;-,  tts^^,  restent  les  mêmes;  les  coefficients  m 
et  «  qui  entrent  dans  'J>,  et  'h-i  sont  remplacés  par  d'autres  o.  et  v, 
fonctions,  comme  m  et  «,  de  a  et  v  seulement,  et  la  formule 

devient 

uiv  =  inn^ 


ce  qui  permet  de  poser 


I 


t  étant  une  fonction  inconnue  de  m,  »-•.  C'est  à  la  recherche  de  cette 
fonction  que  revient  le  problème  de  la  déformation,  la  détermi- 
nation de  (ï)  revenant  à  l'intégration  du  système  de  PfafF 

I  0,.  =  (.0,.  (/•  =  I,  2,  .  . .,  «  —  i), 

l  Q„  =  o, 

I  II,.x  —mrs  {r.s  =  1,  .  .  .,  n  —  i), 

j  Wi  =0  ( i  =  3,  .  .  . ,  rt  —  I), 


(32) 


^^*i  =  —  qfni  du, n  dv, 

W,  =  tm  du  -{ dv. 


Les  covariants  bilinéaires  des  deux  membres  des  équations  (32) 
sont  certainement  égaux  en  tenant  compte  de  (32),  à  l'exception 
des  deux  dernières  équations.  Pour  ces  deux  équations  on  obtient, 
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en  égalant  les  covariants  bilinéaires  des  deux  membres, 
rd(mq)  1  rd(np)        ,      1  i  dt  \    dt 


dt  I     dt 

m—    -H    ^?  77  V-  =  o. 


Comparées  aux  équations  (3i),  ces  équations  donnent  immédia- 
tement 

dt       l         \\  i    dt        I         I  \  „ 


dv         \  t  ]    ''  t-  du        \  t 

ou  encore,  en  posant  t-^=H^ 

(33)  i  _^  =  03  rf« -i- a  rft'. 

2    0  —  I  ' 

En  résumé,  le  problème  de  la  déformation  de  Vhy'persur- 
face  (S)  enveloppe  de  Vhyperplan  à  deux  paramètres  (P/i)  qui 
satisfait  à  V équation  de  Laplace  (29),  se  ramène  à  V intégra- 
tion de  l'équation  aux  différentielles  totales  (33,),  où  a  et  [i  sont 
les  coefficients  qui  sHiitroduisetit  dans  l'équation  de  Laplace. 

19.   Cela  posé,  trois  cas  peuvent  se  présenter  : 

Ou  bien  l'équation  (33)  n'admet  aucune  solution  (distincte 
de  6  =  i)  :  dans  ce  cas  l'hjpersurface  (S)  est  indéformable. 

Ou  bien  l'équation  (33)  est  complètement  intégrable  :  alors 
l'hjpersurface  (S)  admet  une  déformation  continue  dépendant 
essentiellement  d'un  paramètre  [c'est-à-dire  que  les  hypersur- 
taces  (!S)  applicables  sur  (S)  ne  dépendent  que  d'un  paramètre, 
abstraction  faite  de  leur  déplacement  possible  dans  l'espace]. 

Ou  bien  l'équation  (33)  admet  une  intégrale  et  une  seule  autre 
que  9  =  1  :  alors  Thypersurface  (S)  est  applicable  sur  une  autre 
lajpersurface  particulière  (S'),  mais  sans  admettre  de  déformation 
continue. 

Nous  allons  nous  borner  à  étudier  le  cas  où  l'hypersurface  (S) 
admet  vme  déformation  continue  {Jiyper  surf  aces  déformables  de 
la  troisième  catégorie). 

Il  faut  et  il  suffit  pour  cela  que  le  covariant  bilinéaire  du  second 
membre  de  l'équation  (33)  soit   nul  en  tenant   compte  de   cette 
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ôqiiatii)ii  elle-mèiue,  ce  qui  clouue 

\ou  Ov  I 

d'où 

da  _  ^  _ 

du        dv  '    ' ' 

On  voit  donc  déjà  que  Téquation  de  Lapkice  (29)  est  à  inva- 
riants ('naux.  On  trouve  ensuite  facilement 

(34)  =-=-^^.  ?='       "■ 


i.V>  —  \  ^       2U  —  V 

U  et  V  désignant  deux  fonctions  arbitraires,  la  première  de  m,  la 
seconde  de  c.  L'équation  (33)  s'intègre  aisément  et  donne 

où  C  est  une  constante  arbitraire. 

En  résumé,  i)our  que  lliypersurface  (S),  enveloppe  de  l'hy- 
perplan  P„  satisfaisant  à  l'équation  (29),  admette  une  défor- 
mation continue,  il  faut  et  il  suffit  que  les  coefficients  a.  et  '^  de 
réquation  (29)  soient  de  la  forme 

I       V  ^1       U' 


2  U  — V        ^     2  u  — v 


les  composantes  du  déplacement  instantané  du  n-èdre  attaché 
à  V  hyper  sur  face  déformée  (S)  sont  alors  connues  sans  inté- 
gration :  ce  sont  les  mêmes  que  pour  (S),  sauj^  que  dans  J;, 
et  'io  l<^^  coefficients  m  et  n  sont  remplacés  respectivement  peu- 


/C— V  ^  /C  -  u 


o?i  G  désigne  une  constante  arbitraire.  L'iiypersurface  (S)  elle- 
même  correspond  à  G  =  00. 

En  retranchant  de  la  troisième  équation  (3i),  la  deuxième  mul- 
tipliée par  17,  on  voit  que  —[3  reste  invariant  dans  la  déformation  : 
il  en  est  de  môme  pour  —  a.  Par  suite,  quand  on  passe  de  (S)  à  (S), 
les  coefficients  a  et  ,3  de  l'équation  de  Laplace  (29)  sont  remplacés 
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par  j-  et  ^9.  Si  donc  l'hyperplan  Q„  tangent  à  (S)  satisfait  à  l'équa- 
tion 

âiidv       -1  Ui— Vi    du   ~^  1  Ui— Vi     dp    '^^^^J      *'' 
on  a 

,-.  y;     _  c -  u     y  u;     _  c  —  v     u' 

"'* ~ '^'       Ui  — y,  "  c  — y  u  -y '       Ui— Vi  ~~  c  —  u  u  —  y ' 

d'où 

c'(U  — y)  c  c 


u,-yi  = 


(C-U)(C— V)       c  — u       c— V 
d'où  enfin 

autrement  dit  les  fojictiojis  U,  e?  V,  résultent  de  U  e^  V  par 
une  même  trcuisformalioii  homo  graphique  à  coefficients 
constants. 

20.  Ce  qui  précède  suppose  connus  les  paramètres  u  et  c  ainsi 
que  les  fonctions  U  et  V.  Il  est  facile  de  voir  que  si  l'hjper- 
surface  (S)  est  donnée  d'une  manière  quelconque,  on  peut  con- 
naître U  et  V  par  de  simples  quadratures.  En  effet,  on  a  d'abord/) 
et  q  par  la  résolution  d'une  équation  du  second  degré;   le  calcul 

de 

4/i-t-/»'!>2      et      '^\-^q'^i 

fait  alors  connaître  les  expressions 

m  du,     n  dv  ; 
la  formule 

7010  =  h  du  -+-  k  dv  =  —  ni  du  -\ n  dv 

m  n 

1         1      1       •  '  1  •  Il         k 

nous  permet  de  calculer  immédiatement  —  et  —  • 
^  m        n 

Connaissant  m  du.,  n  c/c,  on  en  déduit  par  des  opérations  élémen- 
taires les  trois  expressions  bilinéaires 

mn\dudvA,     -^\dudv^,      — \dudv\ 

et  par  suite  les  devix  fonctions 

I      dm  I      dn  _ 

niu    dv         nin  du' 
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(tu  a  de  la  iiUMiic  manière 

I     d{mq)  I     d(np) 

ma       âv  ma      du 

D'aprcs  cela  les  équations  (3i)  montrent  que 

a         3  =«3 

H—     et      7 ^-/>  — 

n        m  ^  n  m 

sont  connus  et  par  suite  —  et  — ;  on  en  déduit  enfin 

—  n  dv  =  oc  dç, 
n 

g 
—  ni  du  =  p  du. 


,         „    ,          I   U  du  —  Y  dv 
X  di'  -h  H  du  = f^f — : 

^  i        U  —  V       • 


Cela  posé,  on  a 
on  a  donc  par  une  quadrature 

2  /  a  rf('+ S  du 

u  —  V  =  e  ^' 

On  a  ensuite 

2  I  arf.'+S, 
U'  du  =  9.  [3  ^a(  U  —  V)  =  2  f.  due  -^ 

d'où 

2  /  a  (/f  +  P  f/« 


=  '/ 


U  =  9,  /    3  <5^«  e 


par  une  nouvelle  quadrature. 

Si  a  et  [3  ne  sont  nuls  ni  l'un  ni  l'autre,  U  et  V  sont  de 
vraies  fonctions  et,  en  les  égalant  à  des  constantes,  on  a  les  inté- 
grales de  l'équation  (20).  Si  a  n'est  pas  nul,  mais  si  [3  l'est^  on 
a  V  par  une  quadrature,  mais  aucune  simplification  n'est'apportée 
dans  la  recherche  de  a. 

21.  On  peut  exprimer  sous  une  forme  encore  plus  simple  les 
résultats  du  n"  19.  Posons 

P    -       P" 
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On  obtient  par  un  calcul  facile 

L'équation  correspondante  pour  (S)  est  /a  même. 

Par  suite,  /e5  hypersurfaces  (S)  admettcuit  une  déformation 
continue  s'obtiennent  comme  enveloppe  d'hyperplans  dépen- 
dant de  deux  paramètres,  lorsque  Les  coordonnées  tangentielles 
de  ces  Ityperplans  satisfont  à  une  même  équation  de  la  forme 


du  dv 


et  que  de  plus  la  somme  des  carrés  des  n  premières  coordonnées 
tangentielles  est  la  différence  U —  V  entre  une  fonction  U  de 
u  seul  et  une  fonction  N  de  v  seul.  Pour  toute  hypersurface  (S) 
résultant  de  la  déformation  de  {'$>),  Véquation  aux  déri^-ées 
partielles  est  la  même,  mais  les  deux  fonctions  TJ  et  V  subissent 
une  même  transformation  homographique  à  coefficients  cons- 
tants. 

22.  Un  cas  particulièrement  simple  est  celui  où  v'  est  nul.  On 
obtient  alors  Tliypersurface  (S)  détormable  comme  enveloppe  de 
l'hjperplan 

( Ui  —  Vi  ).ri  -f-  ( U2—  V. )a72  -+-...-}-( U„  —  V„  ) Xn  +  l.'„+,  —  V„+i  =  o, 
les  fonctions  U/,  V ^  satisfaisant  à  l'identité 

u'i  v,  4-  u;  v^  + . . .  4-  u;,  v'„  =  o  -, 

on  voit  alors  sans  peine  que  ces  hypersurfaces  sont  les  enveloppes 
des  hjperplans 

(35)         \]iXi-]-...-\-\\pX,,-\-\iyi^...-^\gy,,=  \J,,+^-\-  VVi, 

oùU,,  ...,Up4.,  sont  des  fonctions  arbitraires  de  aet  V(,  ...,  V^^, 
des  fonctions  arbitraires  de  v.  On  a  de  plus  p  +  ^  5;  /t  et  a^, ,  . . .,  j-^ 
sont  p  +  q  coordonnées  rectangulaires  dans  res|)ace  à  n  dimen- 
sions. 
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Nous  pouvons  écrlro  IV-quatiou  (35)  sous  la  tonne 


(36) 


R 

7  =  *^' 


où  Q  desif;ne  un  hyperplan  (à  coordonnées  normales)  de  l'espace 
■dp  dimensions  (jr,,  ...,  Xp),  fonction  de  u  seul,  et  R  un.  hyper- 
plan  (à  coordonnées  normales)  de  l'espace  à  ^  dimensions  (jk,  ,  ...jjKy) 
fonction  de  p  seul.  Les  quantités  r  et  s  sont  des  fonctions,  la  pre- 
mière de  w,  la  seconde  de  p. 

Il  existe  dans  l'espace  à  p  dimensions  une  courbe  dont  Q  est 
Ihjperplan  osculateur;  on  peut  adjoindre  à  l'hyperplan  Q  d'autres 
hyperplans  rectangulaires  Q,,  ....  Q;,_,  de  manière  à  avoir  les 
formules  suivantes  (formules  de  Frenet) 


du 


=  Qi, 


^lQ2, 


(37) 


~dir-~   ^ 

du 


■  —  '-^p-i  Qp- 


''p— ij 


où  du  est  l'angle  de  l'hyperplan  Q  avec  Thyperplan   infiniment 

voisin,  an_i  du  l'élément  d'arc  de  la  courbe.    ^""^ ,  •  •  -,  — —,  les 

^  ^p-i 

courbures  successives  de  cette  courbe. 

On  a,  de  même,  dans  l'espace  à  q  dimensions, 


^p-i    ^p—i 


(38) 


dR 
'd^ 


Ri, 


^^*  R   _L  O    R 

dv 


dK 


7-1 


di' 


rj  D 


•?1-l- 


L'enveloppe  du  plan  (36)  s'obtient  en  adjoignant  à  (36)  les  deux 
équations 


I   dO        I    dr  _ 
r   du         r-   du 

I    dR         1    ds  „ 

-— --  R=o 

s    dv         s-  dv 


/•  du 

A'    dv 
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Considérons  n — i  hjperplans  passant  par  M,  rectangulaires 
entre  eux  et  sur  l'hyperplan  tangent.  On  peut  prendre  pour 
ces  n  —  I  hjperplans,  en  s'appuyant  sur  les  formules  précédentes, 
les  hjperplans  suivants  : 

dr 

Ql  —  tt'^'  ^i—\i  ('  =  2,    ...,/?  — l), 

ds 

— ^ / ES  Q R  —  v//'2  -H  s'-  w, 

\/ r"-  -+-  s''-  y/r^  -(-  s''-  y/ r'^  -f-  5- 

où  «',  ;/,  Tjy  sont  des  variables  auxiliaires. 

Les  formules  (i')  montrent  que  lOj,  ...,  w„_,  s'obtiennent  en 
calculant  les  différentielles  de  ces  n  —  i  hjperplans  et  en  donnant 
aux  seconds  membres  les  valeurs  qu'elles  prennent  au  point  M. 
On  a  ainsi,  au  point  M,  d'après  (S^)  et  (38), 

•/^  dr\  dr  /     ,  dTi-X 

d  \y)\  —  «'  -r-  )  = T-  dw  -^  \  'Xi'o  —  w r  -\ — -— -  1  du, 

\  du  J  du  \       '  du-  J 

(39)  l^d(K,^..^^=       ^«?«.  +  (?.,2+  ^s  +  ^)  d., 


d{  R./_i  —  r,,_,)  =  —  dr^g-x  -h  (  3y_i  —  [i^_2r,9_2)  «5^1^, 

d  (  Q ^  R  —  v/r^H-i^n,  )  =  tt'  c?(y//-2-f-s2), 

Vv//'--i-5"-  y/''"^— *'"  / 

Les  seconds  membres  de  ces  équations  restent  invariants  si  l'on 
pose 

w'  =  (V, 

ti  >■  tt      t 

Ç2  —  ?2j  •  •  •  »  S/J-l    —  •,/)— 1> 


et 


dr        dr 
du        du' 

il'où        r' 

du.' 

r 
s 

■■  du  =  r'  du' . 

-  v//-2  +  G, 

s  dv  =  s'  dv\ 

dv        dv' 

d'où        s' 

=  v/52--C', 

dv' 

<1 

Il  -  Il  - 
ai          a. 

du'  ""   /• 

i^l     _     .-'2     _ 

;->  1            ,•^2 

0' 

■  ■          rj 

,-•7- 

1         dv'         s 

,-'2  ^  5'2  =  ,-2_(_  j2_  (J-qIj  (]]'_-  —  (]_ 

Il  s'introduit  ainsi  une  constante  arbitraire  C  :  cette  constante 
étant  donnée,  l'élément  d'arc  et  les  courbures  de  la  courbe  dont 
l'hyperplan  Q'  (qui  remplace  Fliyperplan  Q  dans  la  déformation) 
est  l'hyperplan  osculateur  sont  connus;  il  en  est  de  même  pour 
la  courbe  dont  R'  est  l'hyperplan  osculateur;  enfin  /''  et  s'  sont 
connus  éijalement.  On  est  ainsi  ramené  à  déterminer  dans  deux 
espaces,  l'un  à  y>  dimensions,  l'autre  à  q  dimensions,  deux  courbes 
connaissant  leur  élément  d'arc  et  leurs  courbures. 

Le  cas  particulier  ovi  q  par  exemple  serait  égal  à  r  se  traite  sans 
difficulté. 

23.  Nous  ne  nous  sommes  pas  préoccupés  dans  ce  qui  précède 
de  la  réalité  des  racines  p  et  q  de  l'équation  (20).  Si  elles  sont 
lmai;inaires,  les  paramètres  u  et  r  peuvent  être  supposés  imagi- 
naires conjugués.  Si  l'on  ne  veut  conserver  que  des  paramètres 
réels,  l'équation 


du  ov 


-if 


doit  être  remplacée  par  une  équation  de  la  forme 

Ou-  Ov-  '  •' 

Il  est  facile  de  voir  que  ce  cas  ne  peut  se  présenter  que  si  là 
Jonction  y'  est  essentiellemjit positive.  Soient  en  effet 


les  n  premières  coordonnées  tangentielles  qui  salistont  à  l'équa- 
XLiv.  7 


—  ys  — 

tiou  (  'îo).  la  .somme  de  leurs  carrés  sal  Istuisaul  à 


On  a 


/  =  1  ;  =  1 

ce  qui  met  la  proposition  en  évidence. 

24.    Un  cas  particulier  est  à  signaler  ici,  c'est  celui  on  l'équa- 
tion (aa)  se  réduit  à 

co  j  -H  to  I  :=  o  ; 

dans  ce  cas.  les  nyperplans ,  sont  isoiropcs.  L  cciualion 

•  1      '  du       dv  ^  1 

-Â—r  ^  ^  ";:; — ^  P  -^ — ^  Y  P«  =  '^ 

du  dv  dv  de  ' 

exige  alors  que  a=  [5  =  o;  en  ellet,  de 

—-      -—  =  O       (1). 

du      du 


on  déduit 
c  est-à-dire 


d» 


0>2P, 


(>«   (>»• 


3^ 
■^  d» 


— - —  ^  o,  don  0  =  o, 


et  l'on  a  de  même  a  =  o. 

Les  conditions  de  déformabilité  de  l'hypersurface.  à  savoir 

do.       d^  , 

—  =  -^  =  —  2a  y, 
du        oc 


(')  Le  syiiiljolf  1'  |  <},  où  P  désigne  l'expression 

a,;r,-i-. . .+  a,,^,, -H  a 


el  Q  l'expression 


est  employé  pour  désigner  la   quantité   aj  ]i, -<-...-+- a„[j„,  c"esL-a-dire   le   produit 
géométrique  des  vecteurs  normaux  (aj,^...,  a„).  (^,.  ....  ji„). 
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siml  donc  vérilli-es  (rcllcs-iuriiii's,  li-qualioa  (33)  se  ré<luisiinL  i"i 

dO  ^  o. 

Si  l'on  conserve  des  par.iiiièlrcs  réels,  rh\[)erplun  langent  satis- 
fera à  une  équalioii  tle  la  forme 

d^P,/  ,    ()2P„    ,     ,, 

'■ ; Y  "ri  =  '> 

âu-  av- 

avt'c  la  double  condition 


dP„ 

OVn 

d\\, 

0?n 

àPa 

àP„ 

du 

OU 

f)V 

ô,    ' 

()U 

ôv 

25.   Prenons  comme  exemple,  dans  l'espace  à  quatre  dimensions, 
lenxeloppe  (S)  de  l'iiyperplan 

P^  ^  — 3[a7iCosa-f-  ^.>sin  a-î-  a^scost'-;-  a74«iiip  —  /(",  v)\  =  o, 

y/a 

où  /  satisfait  à 

On  obtient  une  hypersurface  (S)  applicable  sur  (S)  en  prenant 
l'enveloppe  de  l'hjperplan 

Q4=  —-\{x\co%U\  —  x\i\n  u^-^  ar'jcost'i-^^j  sinf,  —  f^{u\^  V\)\  =  o, 

v/2 


où  1  on  a  posé 


a  a 

II,  ^  Il  cos i'  siu      7 


V\  =  u  siiï  -  -^  P'  COS  — ) 


a  ('tant  une  constante  arbitraire  et  où  /,  ,est  choisie  de  manière 
(ju'il  existe  une  solution  H  de  l'équation 

d-i  U        d^  ^  H  —  ^  -^  —  -^  H  -  o 

du-     '     dv-  "     du'î  Ov']  ' 


satisfaisant  à  la  fois  à 
dUi  oi>i 
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SUR    LES    FONCTIONS    CONJUGUÉES; 
Par  m.   I.   pRiwALOFF. 


Considérons  une  fonction  d'une  variable  complexe  F(^),  holo- 
morphe  à  linlérleur  d'un  cercle  G  de  rayon  i. 

Soit 

F{z)  =  U(x,y)-^iY(x,y): 

U  et  \  étant  deux  fonctions  harmoniques  conjuguées  régulières  k 
l'intérieur  du  cercle  C. 

Désignons  pary(Ô)  et  ^'(B)  les  valeurs  de  ces  fonctions  sur  la 
circonférence  du  cercle  G. 

M.  Fatou  a  démontré  que,  si  /{H)  satisfait  à  une  condition  de 
Lipschitz,  g{^)  satisfait  à  une  condition  de  même  forme  (*).  Le 
but  de  cette  Note  est  de  préciser  le  résultat  de  M.  Fatou  et  de 
démontrer  la  proposition  suivante  : 

Si  la  Jonction  /{^)  satisfait  à  une  condition  de  Lipschitz  à 
exposant  a  ^  i , 

(L)  |/(0  +  ô;_/(0;l<K|5l^ 

La  jonction  conjuguée  gij^)  satisfait  à  une  condition  de  même 
form,e^  V exposant  ayant  la  même  valeur  a. 

Si  fijï)  est  à  nombres  dérivés  bornés,  c'est-à-dire  5t  a  =  i ,  la 
fonction  g{^)  satisfait  à  une  condition  de  Lipschitz  d'exposant 
aussi  voisin  cju'on  voudra  de  i. 

Aous  partirons  de  la  formule 

g{^))^-^j""[f{t)-j(i))\coli=^dt, 

établie  par  M.  Fatou  et  nous  reprendrons  sa  démonstration  en 
précisant  une  de  ses  inégalités. 

(')  Acla  mathenialica,  i.  \\\,  p.  36i. 
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l)i)niiaul  à  0  rucoroisseinoul  AO,  nous  aurons 


.A'(0-*- AO)  =  — -^    f       [/(t)—/(fi-+-li\)\col- —clL 


/(O-/(0--A0)        f{t)-f{^) 


taiii 


^  _  0  _  AO 


tano_— J 


La  fonction  sous  le  signe   /   peut  s'écrire 


(2) 


/•(^)_/(0.4-A0)  .     Af)         /(0)-/(Q  +  Af)) 


.     t  —  f)    .    ?  —  6  —  aO 
sin sin 


f  —  O 


Intégrons  d'abord  de  — t:  à  0  —  e  et  de  Q -t- e  à  +  t:,  en  sup- 
posant 

s  =  3]A0|. 

En  ap[)liquant  la  condition  (L)  on  a  les  inégalités 

I  ^  _  6  —  A6  |a  I  AB  I 


/(«)— /(O  +  AO)  .     Af) 

-^-   —--^ SI  11  — ■ 


.     t  —  b     .     ^  — 0  — AO 
sin sin 


=  K, 


1  ^  — Ô| 

1  ^  _  e  —  AO  1 

|A0| 

U  -  0  1 

1  ;  _  6  —  AO  1 
|AfJ| 

—a 

A0| 


AO     I  \i-a 


^  — 0 


AO 


-   I  it  _  0  |2-a  ' 
étant    borné    dans    le?    intervalles    (  —  t:,    B  —  s)     et 


«-  — 0 
(e  +  ^,  +7r). 

Par  conséquent  le  premier  terme  de  (2),  intégré  de  —  -  à  B  —  e 
et  de  0  +  £  à  -i- tc,  donnera  pour  l'intégrale  (i)  une  contribution 
moindre  en  valeur  absolue  que 


Cl  |aO|« 
C',|A0|lo< 


AO 


si  a  ^  I     (1), 
si  a  ==  I. 


(  '  )  Nous  prenons  a  <  i  parce  que,  dans  le  cas  a>  i,  la  fonction  se  réduit  à  une 
constante. 
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Le  second  terme  de  (2),  intégré  entre  les  mêmes  limites,  don- 
nera comme  résultat  zéro. 

Il  nous  reste  à  évaluer  la  limite  supérieure  de  l'intégrale  (i) 
quand  les  limites  d'intégration  sont  6  —  e  et  0  4- e.  En  tenant 
encore  compte  de  la  relation  (L),  on  trouve  facilement  que  les 
termes  ainsi  obtenus  ont  une  somme  moindre  en  valeur  absolue 

que 

C2I  a6  1=".         quel  que  soil  a. 

On  a  donc,  en  définit i\e, 

et 

)  ^0.(6  ^_  AÔ)  -  ^^0)  |<  G',  I  Ae  I  log  j^  ^  C2I  AG  |<  G|  AO  \^~r,     si   a  =  i, 

71  ;>  o  étant  aussi  petit  qu'on  voudra.  c.  q.  f.  d. 

En  terminant,  démontrons  que,  dans  le  cas  a  =  i,  l'exposant  a 
de  la  condition  de  Lipschitz,  pour  la  fonction  conjuguée,  peut  être 
en  réalité  différent  de  i . 

Posons 

Un  C0Srt6 


/(«'=i:^ 


ou 

«i>-a2>a3...  et  Iima„=o. 

n  =  X 

Supposons 

7    =  -H  ce. 

1 

La  fonction  f{^)-,  déterminée  de  cette  manière,  a  une  dérivée 
continue /'(^)  : 

la  série  dans  le  membre  de  droite  étant  uniformément  convergente. 
La  fonction  conjuguée 

ne  satisfera  pas  à  une  condition  de  Lipschitz  à  exposant  égal  à  1 . 
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l'.a  cH'cl.  ilaiis  le  cas  ronlraire 


a„  cos/iO 


seralr    uni-   xiic   de    Fonricr   d'une   tonctioii   bornée,   ce    fjiii    est 
contradicloire  à  la  su|)|h»-iI  ion 


SUR  L  INTERPOLATION  DES  FONCTIONS  ENTIÈRES 
Par  }>\.   (t.   Valirojn. 


Je  démonlrerai  dans  ce  qui  >nil  qnelques  propositions  relatives 
à  la  croissance  des  fonctions  entières  obtenues  par  interpolation. 
Soit  a,i  le  /^'™*  nombre  dune  suite  infinie  de  nombres  tous 
différents,  rangés  par  ordre  de  modules  non  décroissants  et  tels 
que 


désignons  par  V (  z )  un  produit  canonique  ayant  pour  zéros  les 
nombres  rt„  (  '  )  et  par  M(/-)  le  maximum  du  module  de  F(s) 
pour  I  r  I  =  /•.  Considérons  une  suite  quelconque  de  nombres 

A],     Aj.     . . . ,    A„,     .  •  •  ; 

on  sait  (ju"il  existe  des  Innctions  entières  /{:■)  vériliant  pour 
cliaque   valeur  de   //   légalité 

fia,,)  =  A„; 
de  ]>lus.  les  mt'-tbodes  de  M.  Borel  montrent  que.  lorsque  la  suite 

(■' )  Si  F(^)esl  d'onln-  iiilini    on   preiulra   la   définition   du  produit   canonique 
donnée  par  M.  Hi-njox   dans  sa  tlu'se. 
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des  nombres  A,,  a  une  croissance  plus  rapide  que  la  suite  des 
nombres  M(/Vi)  (/^i  =  [««l  ),  on  peut  former  des  fonctions  f{z) 
dont  la  croissance  est  en  relations  assez  étroites  avec  celle  de  la 
suite  des  nombres  A^,  tout  au  moins  dans  le  cas  où  F(^)  est 
d'ordre  fini  et  où  les  zéros  a„  sont  distribués  de  façon  ordi- 
naire (  '  j. 

Je  me  placerai  dans  le  cas  où  les  nombres  A„  croissent  moins 
vite  que  les  nombres  M(r„)  et  je  supposerai  l'ordre  o  de  F(^)  infé- 
rieur à  --On  sait  que  les  fonctions  d'ordre  inférieur  à  -jouissent 

d'une  propriété  exprimée  par  un  tbéorème  de  M.  ^\iman  qui  les 
rend  assez  comparables  aux  polvnomes;  les  résultats  obtenus  avec 
ces  fonctions  doivent  donc  être  ])artlculièrement  simples.  J'ai 
obtenu  les  propositions  suivantes  : 

I.  Pour  qu'il  existe  une  fonction  /'(  :;)  vérifiant  l'inégalité 

|/(x;)|<[M(/-)]'-«'^'-*^?'         (a>o;, 

il  est  nécessaire  que  les  nombres  A„  satisfassent  à  une  infinité  de 
conditions  d'espèce  linéaire. 

II.  Lorsque  les  nombres  v„  satisfont  à  certaines  conditions  de 
régularité,  les  conditions  imposées  aux  A„  prennent  la  forme 

(•^  2fT^"''  =  ^^  ./>  =  !.  -2,...) 

72  =  1 

et  réciproquement  les  égalités  (i)  jointes  aux  inégalités 

enti\imenl  l'inégalité 

|/(5)|<[M(r)]i-«'cos'7.p.  (pj=p^s) 

pour  une  fonction /(c)  et  une  seule. 

Les  égalités  (i)  sont  la  généralisation  de  celles  qui  expriment 
l'abaissement  du  degré  dans  l'interpolation  des  polynômes  el  il  j 
a  lieu  de  rechercher  si  elles  n'expriment  pas  une  propriété  ana- 


(1)  Voir  E.  BoREL,  Leçons  sur  les  fonctions  méromorphes. 
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loiiue  el  si  les  seules  conditions 

A„<.M(/-„; 

n'entraînent  pas  l'existence  d'une  fonction  /{:•)  croissant  moins 
vite  que  M(r),  mais  peut-être  plus  vite  que  M(r)'^''^'^?.  Je  mon- 
trerai sur  un  exemple  simple  qu'il  n'en  est  rien. 

1.   Les  notations  étant   les  mêmes  que  ci-dessus,  désignons  par 
u(/)  le  maximum  pour  chaque  \aleur  de  /•  de  l'expression 


lorsqu'on  donne  à  /'  toutes  les  valeurs  entières,  un  théorème  hien 
connu  de  M.  Jensen  montre  immédiatement  qu'il  ne  peut  exister 
deux  tonctionsy  (  j)  pour  lesquelles  le  quotient 

a  pour  limite  zéro  lorsque  r  croît  indéfiniment  (').  Comme  '-«•(/*) 
est  en  relation  simple  avec  la  fonction  M(r)  dans  le  cas  où  F(5) 
est  à  croissance  régulière,  on  pourra  tirer  de  la  propriété  précé- 
dente des  propositions  relatives  à  l'unicité  des  solutions  /{:) 
jouissant  de  certaines  propriétés  de  croissance  (-).   Dans  le  cas 

où  F(  c)  est  d'ordre  o  inférieur  à  -  la  proposition  précédente  est 
remplacée  par  la  suivante  : 

//  7}e  peut  exister   deux   fonctions  /(:•)  pour  lesquelles  le 


(')  Car  s'il  existait  deux  telles  fonctions /(^),  leur  ditiérence  h{z)  s'annu- 
lerait pour  ^=  a„  et  peut-être  pour  d'autres  valeurs  6,,  b^,  ...,  b  ,  ...,  elq  fois 
pour  ;;  =  o:  par  suite,  le  maximum  du  module  de  h{z)  serait  supérieur  à 


■'r,r,...r„.\b,\.\b,\...\b^\ 

[a    étant  le  coefficient  de  zi  dans  A(^)]  et  par  suite  à 

2,!J-(''), 
ce  (jui  est  impossible. 

(-)  Par    exemple   la    première  partie  du   théorème  III   de  ^I.   Polyà  dans  son 
Mémoire  Ueber  Ganzwertige  ganze  Funktionen  {Bendiconti  di  Palermo,  t.  XL, 

p.  I). 
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qnotleiil 


Vl(r) 
a  pour  limite  zt'f<i  lorscjue  /■  croit  indéfiniment . 

En  etîV'l,  s'il  existait  deux  telles  fonctions  /(  ::),  leur  <iilîcrence 
s'annulerait  pour  les  zéros  de  F(;  );  tlonc  serait  le  pi'oduil  de  1'  (3) 
par  une  lonctiou  '-i(c)  et  Ton  aurait 

|F(3)=p(..)|<aM(r), 

quelque  petit  que  soil  a  pour\  u  (pie  ;•  soit  assez  grand.  Celte  inéga- 
lité est  impossible  en  supposant  o(;)  d'ordre  p)  supérieur  à  p,  ear 
d'après  un  théorème  sur  le  mininunn  du  module  des  fonctions 
entières  |  F(c)  |  est  supérieui-  à 

e-'-"-^^        (B<P,_P), 

à  l'extérieur  d'un  cercle  |  ;  )  =  Rq  et  des  cercles  ayant  pour  centres 
les  points  a«  et  pour  rayons  r'j^  (/r  fini),  et  par  suite  on  voit  sans 
peine  qu'il  existera  des  points  c  pour  lesquels  on  aura  simulta- 
nément 

I  F(^)  I  >  e-'-<^\         I  'f  (^)  I  >  e+'-?"^'         (^'>  ^), 

ce  qui  conduit  à  une  impossibilitt'-.  Supposons  donc  que  '-»(-;)  soil 

d'ordre  inférieur  à  -;  alors,  d'après   un  théorème  de  M.  W  iman, 

il  existera  des  cercles  |  ;  |  =  /•  sur  lesquels  o(^j  sera  supérieur  à 
un  nombre  donné  quelconque  V,  le  rayon  de  ces  cercles  pouvant 
dépasser  tout  nombi-e  donné  et  l'on  arrivera  encore  à  une  rontra- 
diction  (  *  ). 

On    remarquera   qu  il    résulte   de    la   démonstration   [>réredente 

que.  dans  le  cas  de  Tordre  inférieur  à  -,  le  produit  canonique  est 

la  moins  croissante  des  fonctions  entières  ayant  des  zéros  donnés, 


(')  Pour  le  théorème  <le  M.  \\  iman  voir  ma  Tiièse  Sur  les  fonctions 
entières. . .  {Annales  de  la  Faculté  de  Toulouse,  igio,  p.  2i3),  où  Ton  trouvera 
les  indications  bibliograpliiques  et  la  démonstration  du  théorème  sous  la  ferme 
qui  sera  utilisée  plus  loin. 
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|)r(i[)iu;[<''  (jiii    u  est   pas  uécessalrcincul   vrair   lorsfjiie    l'ordre  dé- 
passe  ;^('). 


■2 


2.   iNous  supposerons  don-iiavaut  que  1' (;)  esl  d'ordre  p  iiilerlcur 


à  -,  c'est-à-dire  que  l'on  a 


71=  00  a  1 


d'après  le  tliéorème  de  M.  Wiman,  3  étant  un  nombre  positif 
donné  quelconque  mais  inférieur  à  ufi,  il  existe  une  suite  de 
cercles  d ,  C2,  .  .  . ,  G„,  .  .  . ,  de  ra^-ons  yi  -,  721  •  •  •  7  'fn-,  •  .  .  indé- 
linijnent  croissants  sur  lesquels  le  mini  m  uni  fn{r)  de  ^{'■) 
pour  I  5  I  =:  r  vérifie   l'inégalité 

/«(/•)  >[M(r)]i'-P'^«»f'^P'         (/•  =  Y«). 


(')   t'ar  eveiiiple,  si  Ion  considère  la  fonction 


'  \   «p, 

un  calcul  simple  montre  que  l'on  a 

loj;l/(  =  )|  =  !-^^A ^ ^^^rî,  z  =  re'^, 

a  —  -<»<t:  —  a,  lim  z{r.  o)  =  o, 

ï  f'Iant   un   nonil^re  donné  très  petit:  dans  le  reste  du  plan  lo^  l/(-:)l  reste  infé- 
rieur à  —  hri.  h  étant  Uni.  On  voit  alors  que,  si  l'on   pose 

^(^>=n/'-^v  ^<^'<^' 

le  produit 

./■(-)?(^) 
reste  infi'rieur  en  module  à 

i'\l(r)e-'"-'', 

\I(/-)  étant  le  maximum  du  module /(:; ).  Lorsque  0  est  supérieur  a  -,  la  consi- 
dération de  la  fonction /(^)  x /(—  :■)  donnera  un  résultat  encore  plus  net. 
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Considérons  alors  légalité 

■i^.ij,.   Y(z)  ^    F  (a„)     "' 

l'intégrale  étant  prise  sur  le  cercle  C^,  dans  le  sens  direct,  on  en 
tire  1  inégalité 

V       ^"        ,.  I  ^  Mi(r)    ^^ ^        ^ti (/•);■/-  (     =  ,  \ 

M,  (7')  désignant  le  maxininm  du  module  de  ./(^)  pour  |  ;;  |  ^ /•, 
Par  suite,  s'il  existe  une  fonction  /'(^)  pour  laquelle  on  a 

Mi(/-)  <  M (/•)(!-«' fosT^?         (a  >  0), 
on  aura  quel  que  soit  p  : 

'/  =  ' 

avec 

"-"=  2  Fit)"''-'  ,  "^'"=   2    ft^««- 

'■n<"l  '  T,;<''7.<T'/-*-l 

La  proposition!  est  ainsi  démonti^ée  et  la  forme  linéaire  des  éga- 
lités (2)  monti^e  qu'un  nombre  fini  quelconque  de  nombre  A^  est 
déterminé  lorsque  les  autres  le  sont,  c'est-à-dire  qu'il  n'existe  pas 
en  général  de  fonction  /'(^)  prenant  des  valeurs  A„  données  arbi- 
trairement et  satisfaisant  à  la  condition 

|/^c)i<[M(/-)]'»-*)'='>*''^P'. 

Ce  résultat  est  applicable  aux  fonctions  d'ordre  nul  (0  =:  o)  sans 
aucune  mod ification. 

3.  Aous  supposerons  maintenant  que  l'on  a 

w(x)  étant  une  fonction  dérivable  vérifiant  les  conditions 

lim  w(a7)=  -1  to(a")<A, 

lim  iji'( x)  X  X  X  logir  =  o; 
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nous  (lt'si<;neroiis  par  pi  ./•  i  ia  touctiou  ;lrlinie  par  !(•>  ('-ualitt-s 

et  d'une  façon  "énéralc  par  t{x)  toute  fonction  qui  tend  vers  zéro 
lorsque  x  croit  indcfuiimpnl.  11  résulte  de  calculs  sinqiles  (  ')  que 
Ton  a 

logM(/-).:[i -£(/•;] 


in[-s(/-)J 


et  que  dans  la  région  obtenue  en  supprimant  du  plan  les  cercles  r„ 

ayant  pour  centres  les  zéros  a„  et  pour  rayons  r~''\  k  étant  fini  et 

fixe,  I  F(^)  I  vérifie  l'inégalité 

1       I  T^  /       ,        I  /      -,  t:  cos[  ~o ( /•  )]      ,  , 

log  I  F(^  )  I  >  [,  -  s(r)]— -J-^  rP''). 

Les  cercles  F,,  étant  extérieurs  les  uns  aux  autres  à  [)artlr  dune 
certaine  valeur  de  ii.  on  voit  que  les  conditions  (2)  px-ennent  la 
forme  simple 

)!  ;=  oc 

'■>  2f^)"«=''     '/-=■■■-'•.•■•) 

n  =  \ 

et  il  sviffit  même  que  Ton  suppose 

^^i(.r)  <  [Al('-;]  i-=''t-o=i-P'--]  (a>  o). 

A.  Il  est  bien  facile  de  voir,  en  s  appuvant  sur  l'existence  de 
fonctions  dont  les  zéros  ont  une  distribution  extraordinaire,  que 
les  égalités  (1)  ne  peu\ent  pas  dans  tous  les  cas  remplacer  les 
égalités  (2);  il  suffit  en  effet  de  prendre 

t\z)  étant  une  fonction  entière  satisfaisant  k  la  condition 

f(z)\  <  AK/-)'!--*"^»^"^? 
et  de  supposer  que  pour  une  infinité  de  valeurs  de  cin  on  a 

A„>[M(>„ir2, 

,F'(«„)|<M(/-r/S 
k  >  (i  —  a)  cos(7:p), 

(')    V^oir  mon  Mémoire  cité  plus  haut,  n"  6"2. 
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pour  voir  que  l'égalité  (i)  n'est  pas  réalisée.  M.  Borel  a  montré 
commenl  on  peut  former  des  fonctions  F(-:î)  satisfaisant  à  la  con- 
dition requise;  il  suffit  par  exemple  que,  pour  une  infinité  de 
valeurs  de  «,  l'inégalité 

\an—  ((ni\<e-'1'         (pi>p) 

soit  vérifiée  (*  ). 

fl  y  a  également  lieu  de  recherclier  si  les  égalités  (a)  ne  sont  pas 
vérifiées  toutes  les  fois  que  Fou  a 

M,(/-)<[M(/-)JP        (i3<i); 

je  montrerai  sur  un  exemple  qu'il  n'en  est  rien. 
Prenons 

/  i  ,?\        r  i  M^-'^)! 

F(c)  =  cos\ /-^e   '*/  X  cos\^r*e      "       '    J 
-  _  ,,^,cp^ 

F(^)  est  d'ordre  -,  son  /?'**""■  zéro  esl 


et  l'on  a 


n„=  (  n 

2 


M(r)  =  F{-/-)  =  [i-T-E(/-)]^'"'*^^' 


on  en  déduit 


4 

Il  n 

F'(«„)  =  (_,)«|i-4-s(n)J^— -J; 

I    , 


Pour  /(-3)  nous  prendrons  une  fonction  d'ordre  -  à  coefficients 
positifs 

0 

G(ic)  étant  choisi  de  façon  quey(c)  soit  calculable  par  la  formule 
asymptotique  de  M.  Le  Roy  (-),  par  exemple 

Gfar)  =  4a7  log—  (loge=i). 


(')  Je  reviendrai  au  n"  9  sur  celte  question  de  la  distribution  extraordinaire. 
(^)  Le  I^oy,  Bulletin  des  Sciences  mathématiques,  1900,  p.  24'>. 
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Ou  auici 

/(r)  =  [.-.(r)]^/^r^e1c/-^ 
cl  |»iir  suito 

•^""'    ^  (— i)"[i-VErn)]Brt^e'4'-i'«", 


]]  ('laat   un   uouibre  i\\c.   N«(»u>  >u|)|)osen)U.s  que  ic  est  supérunir 
à  ////  (  mais  Inti-rieur  à  ^'a  );  ou  Noil  alors  que,  si  l'on  pose 


•'"-ZjF'fa,, 


les  nombres  s-2p  et  —  s-ip+i  ^'»'it  posilits  et  croissent  indéfiniment 
avec  p  et  l'on  ne  peut  par  conséquent  trouver  une  suite  de 
nombres  v,,  ayant  pour  limite  zéro,  les  conditions  (2)  ne  sont  pas 
vérifiées. 

o.  Les  systèmes  de  r.^lalious  (1)  et  (i>.)  sont  les  i;(''néralisations 
des  équations  qui  expriment  rabaissement  du  degré  dans  le  pro- 
blème de  l'interpolation  des  polynômes;  il  convient  donc  de 
rechercher  si  ce  n'est  pas  le  fait  de  l'abaissement  de  l'ordre  pré- 
cisé qui  conduit  aux  systèmes  (i)  et  (2),  c'est-k-dire  de  chercher 

si  la  condition 

,.      M,(/-) 
lim    --  '    '  =  o 
,■=«  M(/-) 

ne  laisse  pas  les  nombres  A„  complètement  arbitraires  (soumis  aux 
seules  conditions 

lim  -TTz :  =  o  ). 

JNous  allons  montrer  que,  la  fonction  F(::)  étant  convenablement 
cboisie,  on  peut  trouver  des  systèmes  de  nombres  A„  satisfaisant 

aux  conditions 

A„<[M(r„)]Y         (Y<i) 

et  pour  lesquels  aucune  solution  du  problème  d'interpolation 
n'aura  une  croissance  inférieure  à  M(/ ).  Prenons 


''<-)=n(-^ 


j(i)(/i) 
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(i)[x)    vérifiant  les   conditions    du    n"    3    et   ayant   pour   limite  - 
lorsque  x  croit  indéfiniment;  on  a  alors 

log|F(2)|  =  Ii-t-i^^/-P"-'cos(pcp), 
z  =  /-e'?,  —  t:  -+-  -r)  <  (f  <  T  —  -^ , 

T,  étant  un  nombre  fixe  aussi  petit  que  l'on  veut.  Prenons  d'autre 
part 


o<a<Ti,  /■„=  (  - 

a)(a7)  étant  la  même  fonction  que  ci-dessus  et  les  nombres  /•  et  a 
satisfaisant  aux  conditions 

A'>i,         Acos(ap)<i,         /,cos[(7r  —  a)p]<i, 
ce  qui  est  évidemment  possible.  Considérons  les  fonctions 

nous  montrerons  que,  pour  chacune  de  ces  fonctions,  il  existe  une 
suite  de  valeurs  de  /'  croissant  indéfiniment  pour  lesquelles  le 
maximum  du  module  est  supérieur  à  M(r)^,  o  étant  un  nombre 
supérieur  à  an.  Gomme  l'on  a  pour  ces  fonctions 

nous  aurons  un  exemple  répondant  aux  conditions  requises. 

Supposons  d'abord  que  0(5)  soit  d'ordre  supérieurà  p,  il  en  sera 
de  même  du  produit  ¥ (^z).o{z)  et  par  suite  de  /+  Fco,  le  maxi- 
mum du  module  de  cette  fonction  sera  donc  supérieur  à  M(/')^ 
pour  une  infinité  de  valeurs  de  /'  indéfiniment  croissantes. 

Supposons  maintenant  que,  quel  que  soit  cp,  |c3(^)  |  reste  infé- 
rieur à  M (r )''"',  Ix    étant  inférieur  à  /»,  nous  aurons 

|/(re-'«)  -4-  ¥{re-i^)^{re'''^)  \  =  [i  +  £(r)]/(/-e-'«), 

ce  qui  nous  donnera  la  même  conclusion  que  dans  le  cas  précé- 
dent. 
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Supposons  enfin  que  'f  (s)  soit  d'ordre  p  et  que  pour  une  infinité 
de  valeurs  de  /•  le  maximum  de  son  module  soit  supérieur  ou  égal 
à  M(a')*'~';  le  théorème  de  M.  Wiman  montre  alors,  eu  égard 
à  la  forme  de  la  fonction  ^I(/"),  que  l'on  aura 

sur  une  infinité  de  cercles  de  rayons  indéfiniment  croissants,  on 
aura  donc  sur  ces  cercles 

f(r)-h  F(r)^(r)  =  [i -+- e(  r)F(r)<p(r)  >  M(/-)i+(/''-i''-ostp-e(r), 

La  propriété  énoncée  est  donc  démontrée  et  Ton  voit  que  l'on 
peut  prendre  pour  o  un  nombre  inférieur  à  i  +  (A"  — ■  i)  costto. 

6.  Supposons  maintenant  que  Ton  ait  une  suite  de  nombres  A„ 
vérifiant  les  égalités  (i)  et  les  inégalités 

(3)  A„<  M(r„)(i-*'<--o*i'^p('-n')         (a>o), 

nous  allons  montrer  qu'il  existe  une  fonction y"(;:;)  satisfaisant  à  la 
condition  de  croissance 

(4)  ^h(r}  <  [M(r)]<-«li-e('-)"=o*f"P', 

cette  fonction /(^)  est  définie  par  l'égalité 

f(z)  =  F(z)Uiz), 

n(z)  =  'y-^ '- 

n  =  i 

On  voit  tout  d'abord  que  si  l'on  pose 

G,i{z)  jouit  des  propriétés  énoncées  au  n"  3  pour  F(:;),  et  il  suit 
de  là  que  l'on  a 

G(an) 


F'{a„): 


>  M(r„)H-'"-""<^o*i-^P"-"", 


ce  qui  montre  que  H  (:;)  représente  bien  une  fonction  méromorphe 
ayant  pour  pôles  simples  les  a,i  eif{z)  une  fonction  entière  qui 

XLIY.  8 
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est  d'ordre  o  au  plus  d'après  les  théorèmes  généraux  de  M.  Borel. 
Pour,  calculer  d'une    façon   plus    précise  une    limite    supérieure 
de  M,(r),  il  sera  nécessaire  de  s'appuyer  sur  une  propriété  des 
fonctions  entières  F(;:)  définies  au  n°  3  : 
Si  l'on  pose 

logM(r)  =  \(x)        (r  =  e^) 

et  que  l'on  désigne  par  N(ip)  le  nombre  des  zéros  de  F(«)  dont  le 
module  est  inférieur  ou  égal  à  r,  on  a 

(5)  ^icc)  =  l{x)Y'(x), 

}.(a?)   étant  compris  entre   deux  nombres  positifs   fixes  et  V'(.r) 
étant  la  dérivée  ou  la  dérivée  à  droite  (ou  à  gauche)  de  Y (x). 
On  a  en  eflet 

\{x)r=}x(x)\]{x),         I5{x)  =  r?^'-\ 

l>-{x)  étant  compris  entre  deux  nombres  fixes;  d'autre  part,  Y' (x) 
étant  croissante,  on  aura 

\'{x)(xi  —  x)  <  iJ.(xi)U  (xi)  —  ix(x)l]  (x)  <y  (Xi)  (Xi  —  X  ) 
(a7i>  x). 

Il  suffit  alors  de  prendre  pour  Xi  la  valeur  x  -+-  /«,  h  étant  un 
nombre  fixe  convenablement  choisi  et  de  se  rappeler  les  propriétés 
de  la  fonction  \J{x)  pour  voir  que  l'on  a 

[i{Xi)U{Xi)  —  iJ.(x)l]  (x)  =  (xi  —  x)yl]'{x)  =  (xi  —  a;)Vil;'(.r,), 

V  et  V,  restant  aussi  compris  entre  deux  nombres  fixes  faciles  à 
calculer.  On  a  d'ailleurs 

U'(^)  ==  [i-^s(x)\p(r}rP^'-)^  hi'S(x), 

hi  étant  compris  entre  deux  nombres  fixes  et  par  suite  l'égalité  (5) 
est  démontrée. 

On   peut   tirer  de    l'égaiité   (5)  une   proposition  relative  à  la 
croissance  de  M(/")  qui  sera  aussi  très  utile.  On  a 

\  {x')  —  \{xX{x'  —  x)y'{x') 
et  par  suite,  d'après  (5), 

\[x-^z{x)\  —  \ix)<  z(x)kN{x); 


—  H.^ 


or  le  quotient  de  V(j^)  par  N(:r)  reste  compris  entre  des  nombres 
positifs  fixes,  on  aura  donc 


En  d'autres  termes  l'égalité 


entraîne 


lim  —  =:  I 


,.      losM(/-') 

r=»    logM(/-) 

7.   Nous  pouvons  écrire,  d'après  les  égalités  (i), 

quel  que  soit  le  nombre  positif  q  et  sous  la  seule  condition  que  :; 
ne  soit  pas  nul.  Nous  supposerons  que  z  est  extérieur  aux  cou- 
ronnes ajant  pour  rayons  extrêmes  /'„rii/'^^,  k  étant  un  nombre 

inférieur  à  -,  et  nous  définissons  le  nombre  N  par  les  inégalités 

'•>•  -i-  r'^  <  /■  <  rn+\  —  r^^j. 
Nous  aurons 

y-Q  étant  un  nombre  inférieur  à  a  mais  anssi  voisin  de  a  que  l'on 
veut  pourvu  que  jIq  soit  assez  grand  et  A„  étant  fini  en  même 
temps  que  n^.  Considérons  l'expression 

W(:r)  =  y{x)  —  qyx, 

'         aoCOs(Tcp) 

d'après  les  propriétés  de  la  fonction  Y [x)^  W(a7)  a  une  dérivée  à 
gauche  et  à  droite  qui  est  croissante  et  il  j  aux-a  parmi  les 
nombres  v,i  un  nombre  maximum.  Si  nous  désignons,  d'une 
façon  générale,  par  E(y)  la  partie  entière  d'un  nombre  j',  nous 
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voyons  que  nous  sommes  conduits  à  prendre 

^i=E[V'(logr^-+-o)]; 

si  l'on  a 

^i=V'(logrN  — o), 

le  terme  maximum  est  t'_<<;  dans  le  cas  contraire,  il  a  un  rang  IS' 
inférieur  à  N  et  l'on  a 

logt'.N —  logPN=  aocos(7rp)  [gi(xn'  —  xti)  -I- V(r^)  —  V(a".v)] 
=  ao  cos(7rp)(a:>-— a7>')(XN—  qi), 
xs  =  logrjs,         xs'  =  log/'N-, 

\y  étant  compris  entre 

V'(a:.\'-i- o)        et        V'(a7N  — o); 
par  suite 

>N— g'i<  I 
et 

Il  en  résulte  que,  dans  les  deux  cas,  le  terme  maximum  a  pour 
valeur 

'■''(-7  )''[M( />)]-*»"'*'''?',  fi  <aocos(-n:p); 

or,  d'après  l'égalité  (5), 

A  et  V  étant  finis,  et  d'autre  part,  d'après  la  propriété  démontrée  à 

la  fin  du  n"  6,  on  a 

M(/-.s)>[M('r)]i-'-t'-), 

ce  qui  montre  que  le  terme  maximum  a  pour  valeur 

[  M  (  r)  ]-*"--''''■  •^«^''tp^ 

On  a  d'autre  part,  A  désignant  le  nombre  introduit  au  n"  3  et  A 
étant  un  entier, 

logTAn—  logP„<  AA-^  —  aocos(7:p)  [a-P  cos(7rp)  —  ij  "l^~"   "H  . 

donc,  en  prenant  /:  assez  grand  pour  que 

1 

/cPcOS(7ip)  — 1 


I 
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soit  posllil,  on  aura 

pour  //  >>  GN,  G  étant  un  nombre  qui  reste  fini  lorsque  N  devient 
infini.  On  aura  donc  finalement 


"V  <'u  <  [M(/-)]-°'"-^'''"*^°'''^P' 


et  l'inégalité  est  aussi  valable  pour  H(:;),  eu  égard  à  la  valeur  de  q. 
Nous  obtenons  donc  l'inégalité 

(4)  Mi(/-)  <  [I\l(,-)]i-aIi-:(/-)U-os(7rp) 

lorsque  ;•  est  extérieur  aux  intervalles  r„±/''^  et  l'on  voit,  en 
utilisant  la  propriété  de  la  fonction  M(r)  démontrée  à  la  fin  du 
n"  6,  que  cette  inégalité  a  lieu  sans  restrictions;  la  deuxième  partie 
du  théorème  II  est  donc  démontrée. 

8.   Il  semble  probable  que  l'inégalité  (4)  peut  être  remplacée 
par  rinéiralité 


■"b' 


M,(/-)<[M(r)]>-»'-('-), 


mais  il  est  clair  que  le  mode  de  démonstration  employé  ne  peut 
conduire  à  ce  résultat  et  qu'il  faudrait,  pour  améliorer  l'iné- 
galité (4)5  introduire  les  arguments  des  nombres  «„  et  A„.  Dans 
le  cas  de  l'ordre  nul  cependant,  l'inégalité  (4)  devient  entièrement 
satisfaisante  et  les  deux  parties  de  la  proposition  II  sont  exacte- 
ment réciproques,  mais  cela  tient  uniquement  à  la  trop  large 
approximation;  si  pour  chaque  catégorie  de  fonctions  d'ordre  nul, 
on  utilise  le  théorème  de  M.  Wiman  sous  sa  forme  la  plus  précise, 
on  obtiendra  un  résultat  en  tous  points  comparable  à  celui  obtenu 
pour  l'ordre  fini. 

On  remarquera  également  que  les  égalités  (i)  dans  lesquelles  on 
considère  les  A,j  comme  inconnues  rentrent  dans  un  type  d'équa- 
tions qui  fut  considéré  par  M.  Borel  dans  sa  Thèse  :  on  peut 
choisir  arbitrairement  une  infinité  quelconque  de  nombres  A„  (en 
respectant  toutefois  la  convergence  absolue  des  premiers  membres 
des  équations),  à  la  condition  de  laisser  libre  une  infinité  d'in- 
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connues.  L'inlroduclion  des  conditions  (3)  restreint  peut-être  cette 
indétermination. 

9.  Je  montrerai  en  terminant  que  la  remarque  qui  nous  a  servi 
à  calculer  une  limite  inférieure  de  F'(a«)  peut  être  utilisée  dans 
l'étude  de  la  distribution  extraordinaire.  Lorsqu'on  décompose  en 
éléments  simples  une  fonction  méromorphe  dont  les  pôles  sont  les 
zéros  a,,  «o?  •••:  «/n  •••  d'une  fonction  F (^)  (zéros  que  nous 
supposons  simples),  l'ordre  des  nombres  |F'(a„)|  joue  un  rôle 
important.  Si  p  est  l'ordre  de  F(5)  et  r„  le  module  de  «„  le  théo- 
rème sur  le  minimum  du  module  d'une  fonction  entière  montre 
que  l'on  doit  avoir,  en  général, 

|F'(a„)|>e-'r'^"'; 

M.  Borel  dit  que  les  zéros  sont  distribués  de  façon  extraordinaire 
lorsque,  pour  une  infinité  de  valeurs  de  /i,  on  a 

\F'{an)\<e-'i'         (oi>p). 
Nous  avons 


F' (  a„  )  =  *„(«„),  <I>„(a,j  = 

or  le  produit  de  «„<!>„(:;)  par  une  exponentielle  qui  reste  inférieure 
à  n^  pour  |^|<;2r„  est  le  seul  quotient  de  F(xî)  par  le  facteur 
primaire  correspondant  à  a„,  ce  qui  montre  que  l'étude  de  F'(a„) 
revient  à  l'étude  de  la  valeur  pour  z  =  a„  d'une  fonction  F„(5) 
qui  ne  diffère  de  F(^)  que  par  la  suppression  d'un  facteur.  Dans 
le  cas  de  l'ordre  fini,  on  peut  supposer  cet  ordre  p  inférieur  à 
U7i  ('  ),  on  a 

i 

d'autre  part,  si  l'on  pose 


(')  Les  calculs  sonl  d'ailleurs  les  mêmes  dans  le  cas  général. 
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1 


> 


L    t 


7.) 


et  par  suite 


n 


|F„(a)|>M(rr''J|(i-^^ 


n,  +  l 


inégalité  qui    fournira    les  résultats   cherchés,   si  on  lui  adjoint 
l'inégalité  évidente 

n, 

/ii  +  i 
On  voit  que  si  l'on  pose 

\an—  ai\^  dn,i         {i^n), 
on  aura,  d'après  ces  inégalités  et  en  prenant/)  :=  r~^''\ 


?+^(») 


le  produit  \\d,ii  étant  étendu  aux  quantités  dn,i  qu-  sont  inté- 
rieures àe"''n"'.  Il  résulte  de  ces  inégalités  que  la  condition  iiéces- 
caire  et  suffisante  pour  qu'il  y  ait  distribution  extraordinaire 
est  que  Von  ait 


log,  — ^- 
lim  — j 


>P- 


—  120  — 


SUR  LA  TRANSFORMATION  DOUBLEMENT  QUADRATIQUE, 
LES  POLYGONES  DE  PONCELET  ET  L'INVOLUTION  MULTIPLE 


Pak  m.  Maurice  Fouché. 


I.   —   GÉNÉRALITÉS. 

1.  Introduction.  —  Dans  un  précédent  travail  ('),  j'ai  indiqué 
des  démonstrations  relativement  simples  des  propriétés  des  poly- 
gones inscrits  à  une  conique  et  circonscrits  à  une  autre.  Poncelet 
fait  dériver  ces  propriétés  de  celles  des  polygones  qui  ont  leurs 
sommets  sur  une  conique  et  dont  les  côtés  sont  tangents  à  plusieurs 
coniques  faisant,  avec  la  première,  partie  d'un  même  faisceau. 
Cette  question  est  évidemment  plus  générale,  mais  aussi  plus 
difficile  que  la  première  :  il  serait  illusoire  d'y  vouloir  chercher 
la  même  simplicité.  Il  est  bien  connu  que  les  propriétés  des  poly- 
gones de  Poncelet  se  rattachent  à  la  considération  d'équations  à 
deux  variables  dont  le  premier  membre  se  décompose  en  facteurs 
plus  simples,  chacun  de  ces  facteurs  étant  du  second  ordre  par 
rapporta  chacune  des  deux  variables.  Une  pareille  équation  établit 
entre  les  deux  variables  une  corres^onà-Ance  doubleineîit  quadra- 
tique. Les  propriétés  de  l'équation  doublement  quadratique  à 
deux  variables  sont  assez  bien  connues  et  ont  donné  lieu  à  de 
nombreux  travaux  parmi  lesquels  il  convient  de  citer  ceux  de 
MM.Fontené  etBricard.Enparticulier,M.Fontené  apubliéen  1897 
[Nouvelles  Annales  des  Mathématiques .,  3*^  série,  t.  XVI)  un 
important  Mémoire  où  il  applique  les  propriétés  de  la  relation 
doublement  quadratique  à  l'étude  des  polygones  ayant  leurs  som- 
mets sur  certaines  coniques  et  leurs  côtés  tangents  à  d'autres 
coniques,  question  qui  a  été  récemment  reprise  par  M.  Darboux 
[Comptes  rendus  de  V Académie  des  Sciences.,  t.  162,  1916, 
p.  101).  Je  ne  m'occuperai  pas  ici  de  cette  extension  des  théorèmes 

(')  Bulletin  de  la  Société  mathématique,  t.  XLIII,  1915. 
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de  Poncelet;  mais  je  voudrais  montrer  que  les  relations  double- 
ment quadratiques  peuvent  conduire  à  d'autres  pro[)Ositions  de 
géométrie.  Enfin,  aux  questions  de  celte  nature  se  rattachent  aussi 
les  propriétés  d'un  sjstèuie  de  //  points  marqués  sur  une  courbe 
unicursale  et  se  déplaçant  sur  celte  courbe  de  manière  que  leur 
ensendjic  dépende  linéairement  d'un  paramètre  variable,  ce  que 
j'ai  appelé  Vinvolution  multiple. 

2.  Rappel  de  quelques  propriétés  fondamentales  de  la  rela- 
tion doublement  quadratique.  —  Soilf(x, y)  =  o  une  pareille 
relation.  On  appelle  valeurs  critiques  de  a?,  celles  pour  lesquelles 
les  deux  valeurs  correspondantes  de  y  sont  égales.  La  relation 
peut  se  mettre  sous  la  forme 

Ay^  -+-  i  By  -h  G  =  o, 

où  A,  B,  C  sont  des  polynômes  du  second  degré  en  x.  Les  valeurs 
critiques  de  x  sont  donc  les  racines  de  l'équation 

B-2  _  AC  =  o. 

On  sait  d'abord  que  la  condition  nécessaire  et  suffisante  pour 
qu'une  relation  doublement  quadratique  se  décompose  en  deux 
relations  homograpliiques  est  que  les  quatre  valeurs  critiques  de 
l'une  des  variables  soient  égales  deux  à  deux,  à  condition  toutefois 
d'exclure  le  cas  où  le  premier  membre  de  la  relation  donnée  serait 
divisible  par  un  polynôme  du  premier  degré  en  x  ou  en  y.  Il  est 
alors  évident  que,  dans  le  cas  général,  si  les  valeurs  critiques  d'une 
variable  sont  égales  deux  à  deux,  il  en  sera  de  même  des  valeurs 
critiques  de  l'autre  variable. 

Considérons  maintenant  deux  relations  doublement  quadni- 
tiques,  l'une  entre  les  variables  j^,  5,  l'autre  entre  x  et  c  : 

/(r>-5)  =  o,         ff{z,3r)=o, 

qu'on  peut  écrire,  en  ordonnant  par  rapport  à  z  : 

Az'^  -h  iBz  -(-  C  =0, 


{  A'^^ -+- 2B'z -H  G'=  o, 

les  lettres  non  accentuées  désignant  des  polynômes  du  second 
degré  par  rapport  à  a?,  les  autres  des  polynômes  du  second  degré 
par  rapport  à  y. 
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L'équation  résultante  obtenue  en  éliminant  z-  est  du  huitième 
degré  par  rapport  à  l'ensemble  des  deux  variables  et  du  quatrième 
par  rapport  à  chacune  d'elles. 

On  sait  que  ce  résultant  se  décompose  en  deux  facteurs  double- 
ment quadratiques  dans  les  deux  cas  suivants  : 

1°  Si  les  valeurs  critiques  de  z  dans  les  deux  équations  (i)  sont 
les  mêmes;  2°  si  dans  chacune  des  équations  (i)  deux  valeurs 
critiques  sont  égales,  et  si  les  deux  valeurs  critiques  différentes 
de  la  première  équation  sont  respectivement  égales  aux  deux 
valeurs  critiques  différentes  de  la  seconde. 

Dans  ces  deux  cas,  la  décomposition  résulte  de  la  remarque 
suivante  :  si  l'on  résout  la  première  des  équations  par  rapport  à  x 
et  la  seconde  par  rapport  à  7,  les  deux  valeurs  ainsi  trouvées  con- 
tiendront un  même  radical  contenant  z.  On  pourra  alors  éliminer 
ce  radical,  et  l'on  trouvera  des  résultats  différents,  suivant  qu'on 
aura  pris  le  radical  avec  le  même  signe  ou  avec  des  signes  diffé- 
rents. 

3.  Examen  des  cas  de  décomposition .  —  Je  me  suis  proposé 
d'étudier  attentivement  la  réciproque  du  théorème  précédent, 
afin  de  bien  mettre  en  évidence  les  cas  particuliers  et  les  pro- 
priétés géométriques  qui  en  découlent.  La  proposition  correcte  est 
la  suivante  : 

Si  le  résultant  se  décompose  en  deux  facteurs  quadratiques 
différents  et  si  les  relations  données  ne  se  décomposent  ni  Tune 
ni  l'autre,  les  valeurs  critiques  de  la  variable  commune  sont  les 
mêmes  dans  les  deux  équations,  ou  bien,  chaque  équation  admet 
pour  la  variable  commune  une  valeur  critique  double,  et  les  deux 
valeurs  critiques  simples  sont  les  mêmes  dans  les  deux  équations. 

Pour  le  faire  voir,  ordonnons  les  deux  équations  par  rapport  à  x 
et  j  : 

Aar2  -i-aBa?  -h  C  =  o. 


(2) 

A,  B,  C,  A',  B',  C  étant  des  polynômes  du  second  degré  en  5, 
et  supposons  que  le  résultant  R  de  ces  équations  se  décompose  en 
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deux  facteurs  dont  l'un  serait 
(3)    {ax^  -+-  ibx  +  c)y''-  -f-  {hx"-  -f-  ^kx  -f-  l) y  -i-  mx"-  -f-  inx  -i- p  —  o. 

A  chaque  couple  de  valeurs  de  x  et  y  vérifiant  cette  équation 
correspond  au  moins  une  valeur  de  z  vérifiant  avec  les  précédentes 
les  équations  (2).  Inversement,  soit  un  couple  de  valeurs  .r  =  a;,, 
2:=^,  vérifiant  la  première  des  équations  (2).  A  la  valeur  ^,,  la 
seconde  des  équations  (2)  fait  correspondre  deux  valeurs  dey,  y. 
et  y-i  qui,  avec  x,,  annulent  le  résultant  R  etannulenl,  par  consé- 
quent, soit  le  premier  membre  de  l'équation  (3),  soit  l'autre  facteur 
du  résultant  R.  Je  dis  que  Tune  de  ces  valeurs  vérifie  l'équa- 
tion (3).  Soit  en  effet  a?,  y 3  une  solution  quelconque  de  l'équa- 
tion (3).  Il  existe,  avons-nous  dit,  une  valeur  de  ^,  Z3  qui,  avec  a?, 
et  j'3,  vérifie  les  deux  équations  (2).  Donc  le  système  Xt,  z^i  annule 
le  résultant  R'  de  l'équation  (3)  et  de  la  seconde  des  équations  {2). 
Donc  ce  résultant  et  la  première  des  équations  (2)  ont  une  infinité 
de  solutions  communes.  Il  faut  donc,  ou  que  le  premier  membre 
de  la  première  des  équations  (2)  soit  un  diviseur  de  R',  ou  que 
ces  deux  polynômes  aient  un  facteur  commun.  Dans  le  second  cas 
le  premier  membre  de  la  première  équation  (2)  se  décomposerait 
en  deux  facteurs,  ce  que  nous  n'admettons  pas.  Donc  toute  solu- 
tion de  la  première  équation  (2)  annule  le  résultant  R',  et  il  lui 
correspond  une  valeur  de  y  vérifiant  les  deux  équations  dont  R' 
est  le  résultant,  et  en  particulier  l'équation  (3).  Ainsi,  à  chaque 
valeur  de  z  correspondent  deux  valeurs  de  x  données  par  la 
première  des  équations  (2),  à  chacune  desquelles  correspond  une 
valeur  de  y  vérifiant  avec  x  l'équation  (3),  soit  en  définitive 
deux  valeurs  de  7  vérifiant  avec  x  et  z  l'équation  (3)  et  les  équa- 
tions (2). 

Cela  posé,  éliminons  y^  entre  l'équation  (3)  et  la  seconde  des 
équations  (2).  Nous  obtiendrons  une  équation  du  premier  degré 
en  y  qui  nous  permettra  d'exprimer  y  au  moyen  d'une  fraction 
rationnelle  contenant  x  et  z.  Nous  y  pourrons  remplacer  x  par  sa 
valeur  tirée  de  la  première  des  équations  (2)  et  nous  aurons  une 
expression  ne  contenant  que  la  variable  z  et  dans  laquelle  figurera 
le  radical  y/B^  — AC  On  a  ainsi  deux  valeurs  de  y  qui  doivent 
être  les  mêmes  que  celles  qu'on  tire  de  la  seconde  des  équations  (2) 
et  qui  contiennent  le  radical  ^B'^  — A'C  Si  le  polynôme  B-  —  AC 
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a  ses  quatre  racines  distinctes,  le  radical  ne  peut  se  simplifier,  et 
les  deux  couples  de  valeurs  de  y  ne  peuvent  être  les  mêmes  que 
si  les  deux  radicaux  ne  diffèrent  que  par  un  facteur  constant,  ce 
qui  prouve  qu'ils  admettent  les  mêmes  racines  et  que,  par  suite, 
les  valeurs  critiques  de  z  sont  les  mêmes  dans  les  deux  équa- 
tions (2). 

Si  le  polynôme  B- —  AC  a  une  racine  double,  le  facteur  corres- 
pondant étant  au  carré  sort  du  radical,  et  le  radical  ne  porte  plus 
que  sur  un  polynôme  du  second  degré.  Tl  doit  en  être  de  même  du 
second  radical;  donc  B'-  —  A' G'  admet  aussi  une  racine  double 
et  les  deux  autres  racines  sont  les  mêmes  que  celles  de  B-  —  AC  ; 
c'est  le  deuxième  cas  prévu  dans  l'énoncé. 

Le  raisonnement  précédent  tombe  en  défaut  si  l'équation 
obtenue  par  l'élimination  de  y-  devient  une  identité  quand  on  y 
remplace  x  par  sa  valeur  tirée  de  la  première  des  équations  (2). 
Pour  faire  l'élimination,  tirons  )-  de  la  seconde  des  équations  (2) 
et  portons-en  la  valeur  dans  l'équation  (3).  Nous  aurons  : 

—  (ax"^  -+-  o.bx  -+-  c)  (sB'jK  -H  C)  -+-  A'(  A  x-  -f-  ikx  -H  l)y 

-\-  hJ {mx-  -\-  inx  -i- p)    =0 
ou 

[  (/i  A' —  2a  B' )  a72  +  2  ( A- A' —  26  B')  a: -4- /  A' —  2c B' ]  jK 
-t-(mA'—    aC)  X- ~\- i{nPi.' —    bC)x-^p^.'—    cC       =0. 

Le  cas  exceptionnel  est  celui  où  cette  équation  devient  une 
identité  toutes  les  fois  que  revérifie  la  première  des  équations  (2). 
C'est  donc  que  le  coefficient  de  y  et  le  second  terme  sont  chacun 
identiques  au  premier  membre  de  la  première  des  équations  (2), 
à  un  facteur  constant  près.  On  pourra  donc  écrire  les  six  condi- 
tions : 


/t  A'  —  2rt  B'  =  X  A, 
AA'  — 2èB'  =  XB, 
/A'  —  2c  G'  =  XC, 


jnk'  —  aC  =  [i-A, 
n  A'  —  b  C  =  [-iB, 
p  A'  —  c  G'  =  [jlC, 


(4) 

d'où  l'on  déduit  : 

(5) 

ce  qui  donne  pour  A,  B,  C  deux  équations  linéaires  homogènes  à 
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coefficients  constants.  Si  ces  deux  équations  ne  sont  pas  iden- 
tiques, A,  B,  C  sont  proportionnels  k  trois  nombres  constants, 
c'est-à-dire  qu'ils  sont  les  j)r()duits  d'un  même  trinôme  du  second 
degré  en  z  par  trois  nombres  constants.  Alors  la  première  des 
équations  (2)  se  décompose  en  deux  facteurs  dont  l'un  est  un  tri- 
nome  du  second  degré  par  rapport  à  x  et  l'autre  un  trinôme  du 
second  degré  par  rapport  à  c. 

Si  les  deux  équations  (5)  sont  identiques,  supposons  que  l'un 
au  moins  des  coefficients  de  A,  B,  G  ne  soit  pas  nul.  Alors  A,  B 
et  G  seront  des  fonctions  linéaires  et  homogènes  de  deux  trinômes 
du  second  degré  par  rapport  à  ^,  soit  Z  et  Z,.  On  pourra  ensuite 
tirer  des  équations  (4)  A',  B'  et  G'  en  fonctions  linéaires  et  homo- 
gènes de  A,  B,  G  et  par  suite  aussi  de  Z  et  Z,.  Finalement,  les 
équations  (2)  ne  contiendront  que  deux  trinômes  du  second  degré 
par  rapport  à  ^  et  pourront  s'écrire 

ZXi  —  XZi  =  o, 

ZYj  —  YZj  =  o, 

X  et  X,   étant  des  trinômes  du  second  degré  par  rapport  à  x,, 
Y  et  Y,  des  trinômes  de  second  degré  par  rapport  à  >,. 
L'équation  résultante  se  réduit  à 

XYi  —  YX,  =  o. 

Elle  est  doublement  quadratique  au  lieu  d'être  de  huitième  degré; 
mais    si   on  l'avait  calculée  par  la   formule   classique    on   aurait 

trouvé 

(XY,-XiY)2=o. 

On  peut  supposer  qu'une  seule  des  deux  équations  (5)  soit 
une  identité   :  rien  ne  sera  changé  aux  conclusions  précédentes. 

Si  enfin  les  deux  équations  (5)  sont  des  identités,  c'est  que  les 
coefficients  A,  A",  /  d'une  part,  m^  n,  p  d'autre  part  sont  propor- 
tionnels k  a,  b,  c.  Alors  le  premier  membre  de  l'équation  (3)  se 
décompose  en  deux  facteurs  qui  sont  des  trinômes  du  second 
degi^é,  l'un  par  rapport  à  x^  l'autre  par  rapport  ky-  Gela  veut  dire 
qu'il  existe  deux  valeurs  de  x  par  exemple,  pour  lesquelles  les 
équations  (2)  ont  une  solution  commune  quelle  que  soit  )'.  Il  faut 
alors  que  la  seconde   des   équations   (2)   soit  vérifiée  pour  cette 
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valeur  de  x  quelle  que  soit  >'.  Elle  se  décomposera  donc  en  deux 
autres,  l'une  ne  contenant  que  r,  l'autre  que  y.  11  en  sera  de 
même  de  la  première. 

Si  l'on  considère  ensemble  les  deux  équations  (2)  et  l'équa- 
tion (3)  qui  admettent  une  infinité  de  solutions  communes,  il  est 
évident  que  le  premier  membre  de  chacune  d'elles  est  l'un  des 
factevirs  du  résultant  des  deux  autres.  On  peut  alors  formuler  la 
conclusion  : 

Si  trois  équations  doublement  quadratiques  irréductibles ^ 
chacune  entre  deux  des  trois  variables  x,  y^  z  admettent  une 
infinité  de  solutions  communes^  ou  bien  les  valeurs  critiques 
de  chacune  des  variables  qui  ne  sont  pas  des  valeurs  critiques 
doubles  sont  les  mêmes  dans  les  deux  équations  qui  contiennent 
cette  variable^  ou  bien  les  trois  équations  sont  de  la  forme 

YZ,  — ZY,  =  0,         ZXi  — XZ,  =0,         XYi— YX,  ^o, 

chacune  des  grandes  lettres  désignant  un  trinôme  du  second 
degré  par  rapport  à  la  variable  du  même  nom. 

Â.  Relation  doublement  quadratique  symétrique.  —  Suppo- 
sons que,  si  la  relation  doublement  quadratique  est  vérifiée  par 
le  couple  de  valeurs  :r  =  a,  j'=[j,  elle  le  soit  aussi  par  le 
couple  X  =  ^^  y  ^=  a.  Alors  les  deux  équations  J\x,y)  =  o 
et  f{y^  a?)  =  o  auront  une  infinité  de  solutions  communes.  Si  les 
premiers  membres  ne  se  décomposent  pas  en  facteurs,  il  faudra 
qu'ils  soient  identiques,  et  alors  la  relation  sera  symétrique  par 
rapport  aux  devix  variables  x  et  y. 

Remarquons  qu'on  obtiendra  aussi  une  relation  doublement 
quadratique  symétrique  en  multipliant  les  premiers  membres  de 
deux  relations  homographiques  symétriques  l'une  de  l'autre  : 

{axy  -I-  hx  -\-  cy  -\-  f)  (aucy  -i-  by  -\-  ex  -\- f)  =  o. 

Il  est  évident  que  dans  une  relation  doublement  quadratique 
symétrique,  les  valeurs  critiques  d'une  variable  sont  égales  à  celles 
de  l'autre. 

Soit  une  relation  doublement  quadratique  quelconque  : 
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A  chaque  valeur  de  y  correspondent  deux  valeurs  x'  et  x".  Ces 
deux  valeurs  sont  liées  par  une  relation  doublement  quadratique 
symétrique.  En  eflet,  si  Ton  se  donne  x'j  on  trouve  tieux  valeurs 
de  }'  à  chacune  desquelles  correspond  un  couple  de  valeurs  de  x; 
mais  chacun  de  ces  couples  doit  contenir  la  valeur  initiale  x' . 
A  chacune  des  valeurs  de  x'  correspondent  donc  deux  valeurs  de  x" 
et  réciproquement.  Enfin,  si  l'équation  entre  x'  et  x"  est  vérifiée 
par  j?'  =  a  et  x"  =  '^  et  qu'on  pose  x'  =  ^,  il  est  clair  que  l'une 
des  valeurs  de  x"  devra  être  égale  à  a,  puisque  a  et  j3  sont  les  deux 
racines  de  la  première  équation  correspondant  à  une  même  valeur 
dey. 

Remarquons  aussi  que,  si  la  première  relation /(j?,^)  =  o  est 
elle-même  symétrique,  les  valeurs  critiques  de  la  seconde  sont 
égales  à  celles  de  la  première.  Soit  en  effet  a  une  valeur  critique 
de  cette  équation.  Si  l'on  fait  x  =  a,  on  trouve  pour  ^  deux  valeurs 
égales  y  =  '^.  A  cette  unique  valeur  y=p  correspond  dans  l'équa- 
tion primitive  un  seul  couple  de  valeurs  de  :r,  r»  =  a  et  x  =  a'. 
Donc  k  x'  =  y.  correspondent  deux  valeurs  égales  de  x"  :  x"  =  a', 

5.  Détermination  de  la  relation  doublement  quadratique 
symétrique .  Application  géométrique .  —  Cette  relation  est  de 
la  forme 

ax'^y'^  -4-  bxy{x  -!-jk)  -+-  c{x-  -k-  y^)  ■+■  cxy  -hf(x  -^y)  -h  h  =  o. 

Elle  contient  six  coefficients  qui  peuvent  être  multipliés  par  un 
même  nombre,  et  ne  figurent  par  conséquent  que  par  leurs  rapports 
qui  sont  au  nombre  de  cinq.  Donc,  cette  relation  est  déterminée 
par  cinq  couples  de  valeurs  conjuguées,  sauf  les  cas  d'indétermi- 
nation. 

Pour  éviter  toute  discussion  algébrique,  faisons  une  application 
géométrique  de  ce  qui  précède.  Supposons  que  x  el y  soient  les 
paramètres  de  deux  points  A  etB  d'une  conique  (G),  et  cherchons 
l'enveloppe  de  la  droite  AB.  Une  droite  de  l'ensemble  coupe  la 
conique  (G)  en  deux  points  A  etB  et  on  l'obtient  en  prenant  pour  a? 
la  valeur  du  pai^amètre  du  point  A  ou  du  point  B  et  pour  j-,  la 
valeur  du  paramètre  de  l'autre  point.  Si  l'on  se  donne  le  point  A 
sur  la  conique,  on  peut  prendre  pour  x  la  valeur  du  paramètre  de 
ce  point,  et  l'équation  fera  connaître  deux  valeurs  de  jk,  c'est-à-dire 
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deux  points  B  et  B'  sur  la  conique,  et  par  suite  deux  droites  AB 
et  AB'.  Si  maintenant  on  avait  pris  le  paramètre  de  A  pour  valeur 
de  y,  il  résulte  de  la  symétrie  de  l'équation  qu'on  aurait  trouvé 
pour  oc  les  deux  mêmes  valeurs  que  précédemment  pour  y,  et  par 
suite  les  deux  mêmes  points  B  et  B'  et  les  deux  mêmes  droites 
AB,  AB'.  Donc,  par  chaque  point  de  la  conique  passent  deux 
droites  de  l'ensemble  et  deux  seulement.  Il  en  résulte  que  l'enve- 
loppe de  la  droite  AB  est  une  conique  (D). 

Réciproquement,  les  tangentes  à  une  conique  (D)  déterminent 
sur  la  conique  (C)  une  relation  doublement  quadratique  symé- 
trique, puisque  de  chaque  point  A  pris  sur  (C)  on  peut  mener 
à  (D)  deux  tangentes  qui  coupent  (C)  en  deux  autres  points  B  et  B'. 
La  symétrie  est  du  reste  évidente  puisque,  en  se  donnant  B  par 
exemple,  on  retrouve  A  et  un  autre  point. 

Ainsi,  étant  donnée  une  conique  (C),  se  donner  une  relation 
doublement  quadratique  symétrique  équivaut  à  se  donner  une 
conique  (D)  et  réciproquement.  Or  la  conique  (D)  est  complète- 
ment déterminée  par  cinq  tangentes,  c'est-à-dire  par  cinq  couples 
de  points  A  et  B  pris  sur  la  conique  (C).  Donc  la  relation  double- 
ment quadratique  symétrique  est  complètement  déterminée  par 
cinq  couples  de  valeurs  des  variables  différents  entre  eux.  Il  est 
bien  entendu  que  deux  de  ces  cinq  couples  peuvent  comprendre 
la  même  valeur  d'une  des  variables  pourvu  que  les  valeurs  de 
l'autre  soient  différentes  ;  cela  revient  à  donner  dans  la  conique  (C  ) 
deux  cordes  partant  d'un  même  point;  mais  il  ne  faut  pas  que  trois 
des  couples  donnés  comprennent  une  même  valeur  dune  des 
variables. 

Les  valeurs  critiques  sont  celles  des  paramètres  des  points 
de  (G),  d'où  les  deux  tangentes  qu'on  peut  mènera  (D)  se  con- 
fondent :  ce  sont  donc  les  paramètres  des  quatre  points  communs 
à  (G)  et  à  (D).  La  conique  (D)  sera  complètement  déterminée  si 
l'on  se  donne  ses  quatre  points  d'intersection  avec  (G)  et  la  tan- 
gente en  l'un  d'eux  A,  c'est-à-dire  le  point  B  qui  correspond  à  A 
sur  (G)  pourvu  toutefois  que  les  deux  coniques  ne  soient  pas 
tangentes  en  A.  Donc  : 

Une  relation  doublement  quadratique  symétrique  est  com- 
plètement déterminée  quand  on  se  donne  les  quatre  valeurs 
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critiques  et  la  valeur  de  l'autre  variable  correspondant  à  Vune 
cV^lles^  pourvu  que  celle-ci  soit  une  valeur  critique  simple. 

Si  l'on  se  donnait  les  (|u;Ure  points  d'intersection  et  uim  corde 
de  (C)  tangente  à  (D),  on  trouverait  deux  coniques  (D).  Donc  : 

Il  j  a  deux  relations  doublement  quadratiques  symétriques  qui 
admettent  quatre  valeurs  critiques  données  et  un  couple  de  valeurs 
conjuguées. 

Si  les  coniques  (C)  et  (D)  sont  bitangentes,  les  valeurs  critiques, 
sont  égales  deux  à  deux  et  la  relation  doublement  quadratique  se 
décompose  en  deux  relations  homographiques  symétriques  l'une 
de  l'autre. 

6.  Conditions  de  symétrie.  —  Une  relation  doublement  qua- 
dratique entre  deux  variables  a?  et  >' est  symétrique  si  deux  valeurs 
critiques  de  x  sont  respectivement  égales  à  deux  valeurs  critiques 
de  y  et  si  les  valeurs  de  y  qui  correspondent  aux  deux  valeurs  cri- 
tiques de  X  sont  respectivement  égales  aux  deux  valeurs  de  x  qui 
correspondent  aux  deux  mêmes  valeurs  de  y. 

Pour  le  démontrer,  remarquons  d'abord  que,  si  une  relation 
doublement  quadratique  est  symétrique,  elle  le  restera  après 
qu'on  aura  fait  subir  aux  deux  variables  x  et  y  une  même  transfor- 
mation homographique.  iNous  pourrons  alors  choisir  cette  trans- 
formation de  manière  que  les  deux  valeurs  critiques  égales  àe  x  ely 
soient  respectivement  zéro  et  l'infini.  Dans  ces  conditions,  la 
relation  pourra  s'écrire 

(  6  )  (ax  -\-  b  )- r-  -+-  ■2(rnx-  -h  inx  -^  p)  y  -\-  (hx  -\-  k)"^  =  o. 

Pour  j-  infinie,  on  a  x  =: >  et  pour  j^  =  o  on  a  x  =  —  -r-  Par 

hypothèse,  il  faut  (|ue  pour  x  infinie  les  deux  valeurs  de  )'  soient 
égales  à ,  et  que  [)our  x^o  les  deux  valeurs  de    )'  soient 

égales   à  — j-    Or,  |)()ur  x  infinie,  l'équation  ((3)  se  réduit  à 

a^y-  -+-  irny  -^  h-  =:  o 

(jui  doit  être  identi(|ne  à 

a-y-  -f-  laby  -h  b-  =  o, 
XLIV.  9 
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ce  qui  exige 

m  :=  ab,         h  =  ±  b.  , 

Le  signe  de  h  est  indifférent  puisque,  h  n'entrant  que  dans  un 
carré,  on  peut  changer  à  la  fois  les  signes  de  h  et  de  k.  JNous 
prendrons  donc  h  =  b,  et  la  relation  deviendra 

(aa-  -+-  b)-v-  -+-  ■?.  (abx-  -f-  2n.r  -\-p)y  +  (  bx  -+-  A)-  =  o. 

Si  maintenant  on  suppose  x  =:=  o,  on  a 

b-y^  -+-  -ipy  -+-  A-  =  o 

qui,  par  hvpothèse,  doit  être  identique  à 

et,  puisque  h  ^=  b,  h 

b'-y-  -+-  "xbky  +  A^  =  o, 

€e  qui  exige  simplement 

P  =  *^- 

Finalement  la  relation  (6)  devient 

{ax  -1-  by-y-  -f-  i{ abx"^  H-  inx  -^  l>k) y  ^-  (bx  -h  A:)-  =  o 
ou 

a'^x^y-  4-  labxyix  +  j)  +  ^^(a?^  -)-jk^)  -f-  4  /î^t;'  +  -ibkl^x  -^y)  -I-  A-  =  o 

qui  est  en  effet  symétrique  par  rapport  à  r  et  )'. 

Comme  cas  particulier,  la  relation  doublement  quadratique  est 
encore  symétrique  si  les  deux  variables  admettent  une  même 
valeur  critique  double,  et  si  les  valeurs  de  l'autre  variable  qui 
correspondent  à  cette  valeur  critique  double  sont  égales,  pourvu 
qu^ elles  soient  différentes  de  la  valeur  critique  double. 

Pour  le  taire  voir,  faisons  une  transformation  homographique 
qui  rende  infinie  la  valeur  critique  double,  et  nulle  la  valeur 
correspondante  de  l'autre  variable.  Pour  .r  infinie,  on  doit  avoir 
deux  valeurs  nulles  de  )',  et  pour  }'  infinie  deux  valeurs  nulles 
de  x\  l'équation  doil  donc  être  de  la  forme  : 

x-y-  -i-  axy  -^  bx  -+-  cy  -4-  //  =  o. 

Si  l'on  ordonne  j)ar  rapport  à  j',  on  verra  que  les  valeurs  critiques 
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{ax  -4-  c  )"-  —  \.v^{hx  -^  Il  )  =  o 

qui  ii'esLque  du  troisième  dei;rt'  couiuic  cela  desail  ('Ire  [)uisf|u"il 
y  a  une  valeur  critique  iiiduic;  mais  il  doil  v  eu  avoii'  une 
seconde,  ce  qui  exige  b  =  o.  Eu  ordonuaul  par  rapport  à  .r,  ou 
trouverait  c  =:  o.  Il  reste  une  équation  du  second  degré  eu  x  r,  et 
la  relation  se  décompose  en  deux  relations  homographiques  symé- 
triques. 

Il  reste  à  examiner  le  cas  où  la  valeur  d'une  variable  qui 
correspond  à  la  valeur  critique  de  l'autre  serait  justement  égale 
à  cette  valeur  critique.  Rendons  celte  valeur  InHuie  |>ar  une  trans- 
formation liomographique.  Si  l'on  ordonne  léquation  par  rapport 
à  X  ou  j-,  les  coefficients  de  a?^  oude^^  seront  des  constantes  et  la 
relation  ne  sera  pas  nécessairement  symétrique;  mai^  elle  est  du 
second  degré  en  x  et  y,  et  les  deux  variables  pourront  s'exprimer 
par  des  fractions  rationnelles  du  second  ordre  d'une  variable  t. 

7.  Résultant  de  deux  relations  doublement  quadratiques 
symétriques  admettant  les  mêmes  valeurs  critiques.  Il  se 
décompose  en  deux  facteurs  symétriques,  sauf  un  cas  particu- 
lier. —  Considérons  deux  relations  doublement  quadratiques,  l'une 
entre  }'  et  z,  l'autre  entre  x  et  z-,  symétriques  lune  et  l'autre  et 
admettant  les  mêmes  valeurs  critiques  qui,  à  cause  de  la  symétrie, 
seront  les  mêmes  pour  les  trois  variables.  jNous  savons  déjà  que, 
puisque  les  valeurs  critiques  de  z  sont  les  mêmes  dans  les  deux' 
équations,  l'équation  résultante  obtenue  en  éliminant  :?  entre  les 
deux  équations  données  se  décompose  en  deux  équations  double- 
ment quadratiques,  et  que  chacune  d'elles  admet  les  mêmes 
valeurs  critiques  de  x  et  de  j-' que  les  équations  données,  sauf  dans 
le  cas  particulier  signalé  à  la  fin  du  n"  3.  Finalement,  sauf  dans 
ce  cas  particulier,  toutes  les  valeurs  critiques  sont  égales.  Gela 
donne  à  penser  que  les  deux  équations  dans  lesquelles  se  décom- 
pose l'équation  résultante  sont  elles-mêmes  symétriques.  Mais  le 
fait  qu'une  équation  doublement  quadratique  a  les  mêmes  valeurs^ 
critiques  pour  les  deux  variables  ne  suffit  pas  à  prouver  qu'elle 
est  symétrique. 

Pour  établir  la  proposition  qui  est  en  eftet  exacte,  considéron;* 
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et  supposons  d'abord  que,  parmi  les  quatre  valeurs  critiques,  il  y 
en  ait  au  moins  trois  différentes.  Nous  pourrons  faire  subir  aux 
trois  variables  une  transformation  homograpbique  qui  rende  deux 
des  valeurs  critiques  l'une  nulle  et  l'autre  infinie.  Alors  l'équa- 
lion  ^  =  o  devra  se  mettre  sous  la  forme 

(a z  -\-  b)'  X-  -^-  ■2{)n  z^  -^-  -xn z  ^  p)  X  -\-  {hz  ^  ky  =  o 

et  la  symétrie  exigei^a  les  conditions 

m  =  a6,         6-  =  li-,        p  =  hk. 

Ainsi  qu'on  l'a  fait  remarquer  au  numéro  précédent,  on  peut 
prendre  b  =  h  et  écrire  la  relation 

(  7  j  (a  z  -h  b  )^  X-  +  ^(ab  z^  -T-  o,  n  z  -^  b/c)  X  -^  (b  z  -h  A)-  =  o. 

Les  valeurs  critiques  de  z  sont  données  par  l'équation 

(abz^  -^  inz  -+-  bh)^  —  (az  -+-  b)-  (bz  -^  A)-  =  o, 
ou 

abz-  -h  x.nz  -h  bk  =  àz  (a  z  ~{-  b)  (bz  +  k). 

Si  l'on  prend  le  signe  -h  dans  le  second  membre,  on  trouver  =  o 
et  G  =  oc  ;  mais  si  l'on  prend  le  signe  —  on  aura 

(8)  2abz'-  -r-  {-2/1  -h  ak  -h  b')  z  -h  ibk  =  o. 

On  peut  alors  faire  subir  aux  trois  variables  une  nouvelle  trans- 
formation homographique  qui  conserve  les  valeurs  nulles  et  infi- 
nies, ce  qui  équivaut  à  les  multiplier  toutes  les  trois  par  un  même 
nombre,  et  l'on  peut  choisir  ce  nombre  de  manière  que  le  produit 
des  deux  dernières  valeurs  critiques  données  par  l'équation  (8) 
soit  égal  à  -h  I .  Alors  on  aura  simplement  k  =  a,  et  notre  relation 
doublement  quadratique  deviendra 

(g)  (az  -^  bf  x^  -^  -iiabz^  -+■  'inz  -i-  ab)x  -{-  ( bz  -^  ay  =  o. 

L'autre,  entre  z  et  y,  sera  de  même  : 

(lo)    (a'z  -H  è')2j'2  _^_  -iia' b' z^  -+-  in' z  -+-  a' b') y  -l-  {b' z  -+-  a'y-  =  o. 

Les  discriminants  de  ces  deux  équations  ne  doivent  différer  que 
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par  un  facteur  coiislunl;  mais,  j)uisqirou  |)eut  inulti|)Ii('r  tous  les 
coetTicieuts  |)ar  un  même  nombre,  on  peut  supposer  ce  facteur 
constant  égal  à  -hi.  Kcriv(jns  donc  que  les  deux  discriniinanls 
sont  égaux  :  celui  de  réfjualion  (())  est 

[(ac  -r-  b)  (bz  -^  a  )  -l-  ab  z-  -+-  inz  —  ab  \ 
X  [{a  z  -^  b)  {b  z  -^  a)  —  abz^  —  inz  —  nb\ 
ou 

{a-  -^  b'  —  in)  z\  ■).  ab  z-  ^  (  1  n  -^  a-  -^  b-  )  z  ^  -inb]  \ 

celui  de  l'équation  (lo)  s'obtiendra  en  accentuant  les  lettres. 
Pour  qu'il  y  ait  identité,  il  faudra  donc  qu'on  ait 

(il)  ab{a-  -î-  b-  —  2  n)  =^  a'  b'  (  a'-  -h  b'-  —  -in'  ), 

a-  -^  è-  H-  ■>. n        n'-  -r-  b'^  -^  in 
ab  ci  b' 

Cette  deuxième  condition  peut  s'écrire 

a  b'{a'^  -\-  b'^  -\-  m)  =  ab(a''-  -+-  b'-  -=-  m'), 
ou  encore 

(12)  a  b' {a-  -h  b-)  —  labii  =  ab{a'-  -h  b'-)  —  ia' b' n. 

Pour  éliminer  c  entre  les  deux  équations  (9)  et  (10)  commen- 
çons par  éliminer  le  radical  commun  ainsi  que  nous  l'avons 
expliqué  à  la  fin  du  n'^  !2. 

Nous  aurons,  en  prenant  le  radical  avec  des  signes  différents  : 

(i3)  {az^by-X'^{az-^b')''-y 

-t-  (ab  -{-  a'b')z-^  1(71 -h  n')z -{-  ab  -i-  ab'  =  o. 

On  obtiendra  l'un  des  facteurs  du  résultant  en  éliminant  z  entre 
cette  équation  et  l'une  des  équations  (9)  ou  (10).  D'après  ce  qu'on 
a  vu  au  numéro  précédent,  nous  savons  déjà  que  les  valeurs  cri- 
tiques qui  ne  sont  pas  doubles,  et  il  y  en  a  au  moins  deux,  sont 
les  mêmes  dans  la  nouvelle  résultante  et  dans  les  équations  (9) 
et  (10);  il  nous  reste  donc  à  démontrer  que  dans  cette  nou- 
velle résultante  les  valeurs  de  y  qui  correspondent  à  deux 
valeurs  critiques  de  x  sont  les  mêmes  que  les  deux  valeurs  de  x 
qui  correspondent  respectivement  aux  mêmes  valeurs  critiques 
de  y.    Comme  la  transformation  homograpliique  a   rendu   nulle 
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n'importe  laquelle  des  racines  du  discriminant,  il  suffit  de  faire 

la  démonstration  pour  cette  racine  nulle. 

Enfin,  il  est  inutile  de  faire  l'élimination;  il  suffit  de  montrer 

que  si  l'on  suppose  successivement  x  =  o  el  y  =  o  dans  le  système 

des  équations  (9),  (10)  et  (i3),  on  trouvera  dans  les  deux  cas  la 

même  valeur  soit  pour  x,  soit  pour  y.  Or,  si  l'on  fait  a?  =  o  dans 

l'équation  (9),  on  a 

a 

Transportons  ces  valeurs  dans  l'équation  (ij)-  H  viendra,  après 
disparition  du  dénominateur, 

(i4)     {bh' — aa')-y  -^  {ab  -i-a'b')  a- —  'i{n-\-  n' )ab  -\-  (ab  -+-  a'b'  )b*  =  o. 

La  valeur  de  x  s'obtiendra  de  même  en  faisant  J'  =  o  dans  l'équa- 
tion (10).  Il  faudra  permuter  dans  l'équation  (i4)  les  lettres 
accentuées  et  les  lettres  non  accentuées.  11  suffit  donc  de  vérifier 
que  l'équation  (i4)  est  symétrique  par  rapport  à  ces  deux  espèces 
de  lettres.  Or,  le  coefficient  de  y  est  déjà  symétrique.  Quant  au 
terme  constant,  on  peut  l'écrire 

ab{a--\-  b^ —  in) -\-  a'  h'  [a^^  b-)  —  labn' , 

et  les  équations  (11)  et  (12)  montrent  qu'il  n'est  pas  modifié  par 
l'échanî;e  des  lettres  accentuées  ou  non. 

On  serait  arrivé  évidemment  à  la  même  conclusion  si  l'on 
avait  éliminé  le  radical  commun  pris  les  deux  fois  avec  le  même 
signe. 

Supposons  maintenant  que  le  discriminant  de  l'équation  g  =  o 
ait  une  racine  triple  q'ue  nou.s  rendrons  infinie,  et  une  racine 
simple  que  nous  rendrons  nulle.  Remontons  alors  à  l'équation  (8) 
qui  donne  les  deux  racines  du  discriminant  autres  que  celles 
qu'on  avait  rendues  nulle  et  infinie.  Il  faut  maintenant  que  cette 
équation  (S)  ait  deux  racines  infinies,  ce  qui  exige 

aè  =  o,         2/i -i- «A- -t- 62  =  o. 

Si  b  =  o,  211  -\-  ak  =  o^  l'équation  (8)  est  vérifiée  identi- 
quement, et  le  discriminant  est  nul  quelle  que  soit  z.  Le  premier 
membre  de  la  relation  doublement  quadratique  se  réduit  donc  à  un 
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carré    parfait,    el    cotle    rolalioii    à    imc    iclalioii    lioiii<»i;rajililqiie 

involutive. 

Supposons  donc 

a  =  o,         2«  =  —  h-. 

La  relation  (~)  tlevieui  : 

W-x--^  ii—  b-z  -h  bk)x  ^  (bz  -+-  /n)^  =  o. 

Comme  b  n'est  pas  nulle,  on  peut  tout  diviser  [)ar  b-  et  poser 

L'équation  sei"a  alors 

i     X- — 2{z  +  a)x^(z  —  a/=o, 
(  i5)  <   et  l'autre 

'     y- — -iiz -h  a')y -^  ( z  —  a')-=o. 

On  voit  d'abord  que,  pour  oc  infinie,  on  a  z  infinie  et,  à  cause  de 
la  seconde  équation,  y  infinie  aussi.  De  même  pour  y  infinie,  on 
aurait  x  infinie.  Mais  c'est  justement  le  cas  exceptionnel  signalé 
à  la  fin  du  n°  6  et  qui  ne  permet  pas  de  conclure  à  la  symétrie.  ïl 
faut  donc  vérifier  que  les  valeurs  correspondant  à  l'autre  valeur 
critique  sont  égales.  Si  l'on  résout  les  deux  équations  (i5)  l'une 
par  rapport  à  iP,  l'autre  par  rapport  ii  y  et  qu'on  élimine  le  radical 
commun,  pris  avec  des  signes  contraires,  on  trouvera 

</a\x  —  z  —  a)  -1-  \l a(y  —  z  —  «')  =  (>. 

Pour  la  valeur  critique  37=10,  la  première  des  équations  (i5) 
donne  ^  =  a,  valeur  qui  transportée  dans  l'équation  précédente 
donne 

j'  =  a  4-  a'+  i\J aa  . 

La  symétrie  de  cette  formule  montre  que  pour  jv"  =  o  on  aurait 
trouvé  la  même  valeur  de  X^  ce  qui  achève  la  démonstration. 

Pour  être  complet,  il  convient  de  signaler  le  cas  où  les  deux 
racines  du  discriminant  sont  égales  deux  à  deux;  mais  alors  le 
discriminant  est  un  carré  parfait,  et  les  deux  relations  doublement 
quadratiques  se  décomposent  chacune  en  deux  relations  homogra- 
phiques  symétriques  l'une  de  l'autre.  Le  résultant  se  décompose 
alors  en  quatre  facteurs  homographiques  symétriques  deux  à  deux. 
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8.  Cas  particulier.  —  Il  nous  reste  maintenant  à  étudier  le 
cas  particulier  signalé  à  la  fin  du  n°  3  et  dans  lequel  on  ne  peut 
pas  conclure  que  les  valeurs  critiques  de  l'équation  résultante 
sont  les  mêmes  que  celles  des  équations  données.  Ce  cas  est  celui 
où  les  deux  équations  données  sont  de  la  forme 

<i6)  XZ'— ZX'=o,         YZ'— ZY'=o. 

Le  résultant  est  alors  un  carré  parfait,  et  l'équation  résultante  se 

réduit  à 

XY—  YX'=o. 

Seulement  ici,  chacune  des  deux  équations  (i6)  doit  être 
symétrique  par  rapport  aux  deux  variables.  La  première  des  équa- 
tions (i6)  peut  s'écrire 

x^-z^--^' 

\  étant  un  nombre  quelconque.  A  chaque  valeur  de  x  correspond 
une  seule  valeur  de  K  donnée  par  l'équation 

(17)  X-+-XX'=o, 

et  à  cette  valeur  de  X  deux  valeurs  de  z  données  par  l'équation  du 
second  degré 

<i8)  Z-4-âZ'=o. 

Pour  que  la  valeur  donnée  à  x  soit  une  valeur  critique,  il  faut 
€t  il  suffit  que  l'équation  (18)  ait  ses  racines  égales.  Mais,  à  chaque 
valeur  de  A  correspondent  deux  valeurs  de  x.  11  y  a  donc  deux 
valeurs  critiques  de  x  qui  donnent  à  \  une  valeur  rendant  carré 
parfait  le  premier  membre  de  l'équation  (18)  et  qui  conduisent 
par  suite  à  la  même  valeur  double  de  z.  Donc,  aux  quatre  valeurs 
critiques  de  x  correspondent  seulement  deux  valeurs  doubles  de  ^. 
Ces  deux  valeurs  doubles  ne  peuvent  être  égales.  En  effet,  s'il  en 
était  ainsi,  ou  bien  l'équation  (i8)  aurait  la  même  racine  double 
pour  deux  valeurs  différentes  de  À,  et  alors  Z  et  Z'  auraient  eux- 
mêmes  cette  même  racine  double  commune  et  ne  différeraient  que 
par  vin  facteur  constant,  ou  bien  les  deux  valeurs  de  \  seraient 
égales.  Mais,  si  l'on  développe  les  trinômes  du  second  degré  Z 
et  Z'  et  qu'on  forme  le  discriminant  de  l'équation  (18),  lequel  est 
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une  lonclion  du  secoud  déféré  eu  A,  on  verra  fucileineut  que  ce 
discrlniiuanl  ne  peut  être  un  carré  parfait  que  si  le  résultant  de  Z 
et  Z'  est  nul,  c'est-à-dirc  si  ces  deux  polynômes  ont  un  facteur 
du  premier  dei;ré  commun.  Alors  la  première  des  équations  (i6) 
ne  serait  pas  une  relation  biquadratique  proprement  dite. 

Puisque  les  deux  valeurs  doubles  de  z  sont  difTérentes,  nous 
pourrons  faire  une  transformation  homographique  qui  rende  l'une 
nulle  et  l'autre  infinie.  La  première  des  équations  (iG)  pourra 
s'écrire  sous  la  forme 

Plz-~  262  -h  g  =  o, 

A,  B,  C  étant  trois  trinômes  du  second  degré  par  rapport  à  x,  et 
nous  avons  vu  au  n"  3  que  l'un  de  ces  trinômes  doit  être  une  fonc- 
tion linéaire  et  homogène  des  deux  autres.  Ni  C,  ni  A  ne  peuvent 
être  nuls,  car,  ou  bien  l'équation  contiendrait  ;;  en  facteur,  ou  bien 
elle  ne  contiendi'ait  pas  le  carré  de  :^  et  ne  pourrait  alors,  à  cause 
de  la  symétrie,  contenir  le  carré  de  x.  jNous  pourrons  donc  sup- 
poser que  B  est  une  fonction  linéaire  et  homogène  de  A  et  de  C 

et  écrire 

Kz-  -\-  {m  k  -T-  rt  C ) -S  -+-  G  =  o. 

Pour  une  certaine  valeur  critique  de  x.,  cette  équation  doit 
admettre  une  valeur  double  de  z  égale  à  zéro  et  par  conséquent  se 
réduire  à  ::-=o.  Cette  valeur  critique  devra  donc  annuler  C;  elle 
ne  peut  annuler  en  même  temps  A,  car  les  deux  trinômes  A  et  G 
ne  doivent  pas  avoir  de  facteur  commun.  Donc  il  faut  que  le  coef- 
ficient m  soit  nul.  Il  faut  aussi  que,  pour  une  autre  valeur  critique 
de  x^  l'équation  admette  une  racine  double  infinie  et  se  réduise 
par  conséquent  à  0  =  o.  Cela  exige  que  le  coefficient  ii  soit  nul 
aussi,  et  alors  notre  équation  devient 

{ax-^  "ilx  -\-  c) z-  -{-  {a  x"^  -^  -ib' X  ^  c  )  =  0. 
Pour  quelle  soit  symétrique,  nous  aurons  les  conditions 
b  =  b'  =  o,         c  =  a'. 

Nous  l'écrirons  finalement 

(ax^-\-  c)z--T-  ex- -4-  h  =  o. 
Enfin,  nous  pourrons  encore  multiplier  les  trois  variables  par  un 
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même  nombre  e(  choisir  ce  nombre  de  manière  que  le  produit  des 
quatre  valeurs  critiques  de  x  soit  égal  à.  l'unité,  ce  qui  nous 
donnera  h=:a^  et  l'équation  deviendra 

{ax^-'r-  c)z'-\-  cx^-^  a  =  o. 

Le  polynôme  Z  se  réduit  à  z-,  et  le  polynôme  Z'  à  une  constante. 
On  verra  parle  même  raisonnement  que  les  valeurs  de  Z,  qui  cor- 
respondent aux  valeurs  critiques  de  y  dans  la  seconde  des  équa- 
tions (i6),  sont  également  données  par  l'équation  (i8)  lorsque 
l'on  attribue  à  A  une  valeur  qui  en  annule  le  discriminant.  Ce 
sont  donc  les  mêmes  que  celles  qui  correspondent  aux  valeurs  cri- 
tiques de  s  :  on  peut  répéter  le  raisonnement  précédent  et  la 
seconde  des  équations  (i6)  sera 

(a' y- -h  c' )z--{-  c' y--\-  h'  =  o. 

Il  faut  maintenant  exprimer  que  les  valeurs  critiques  sont  les 
mêmes  dans  les  deux  équations.  Or  ces  valeurs  critiques  sont  les 
racines  du  coefficient  de  :;-  et  du  terme  constant.  Ces  polynômes 
doivent  donc  être  les  mêmes  chacun  à  une  constante  près;  mais 
11  est  facile  de  voir  que  les  deux  constantes  sont  égales.  On 
pourra  donc  les  supposer  égales  à  H-  i ,  de  sorte  que  la  seconde 
des  équations  (i6)  sera 

{ay^-+-  c)z'^-+-  c/2  ^  a  =  o 
ou 

( cy^ H-  a)z--{-  ay^ h-  c  =  o. 

Dans  le  premier  cas,  les  deux  équations  sont  identiques,  sauf 
le  changement  des  variables,  et  la  résultante  se  réduit  à 

Dans  le  second  cas,  la  résultante  est 

372  j/2  =  (         OU         :r^  =  d=i. 

On  voit  ainsi  que  les  deux  relations  données  sont  des  relations 
homographiques  involutlves  entre  les  carrés  des  variables  et  que 
leur  résultante  se  décompose  en  deux  relations  homographiques 
qui  sont  involutives  toutes  deux  dans  le  second  cas,  tandis  que 
dans  le  premier  cas,  une  seule  est  involative,  et  l'autre  définit  la 
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traiis  format  ion  identique.  On  voit  aussi  qu'il  n'y  a  que  deux  l'cla- 
lions  symélriques  de  la  tonne  Indiquée  adincUanl  les  mêmes 
valeurs  critiques. 

II.  —  Applications  géométriques. 

9.  Polynômes  i/isrrits  à  une  conique  et  circonscrits  à  une 
autre.  —  Soient:  x  el  )'  deux  valeurs  d'un  paramètre  servant  à 
représenter  d'une  manière  univoque  les  points  d'une  conique  (C), 
A  et  B  les  points  correspondants  aux  valeurs  respectives  de  ic  et  j". 
On  sait  que,  si  x  et  y  sont  liées  par  une  relation  homographique 
involutive,  la  droite  mobile  AB  passe  par  un  point  fixe,  tandis  que 
si  X  et  y  sont  liées  par  une  relation  homographique  non  involutive, 
la  droite  AB  enveloppe  une  conique  bitangente  à  la  conique  (C); 
on  s'en  assure  en  remarquant  que  toute  droite  de  l'ensemble  coupe 
la  conique  (G)  en  deux  points  M  et  jN  dont  l'un  correspond  à  la 
valeur  de  a?,  et  l'autre  à  la  valeur  de  y.  Si  l'on  se  donne  un  point  M 
de  la  conique,  ce  point  correspond  soit  à  la  valeur  de  a?,  soit  à 
celle  dey.  Suivant  qu'on  choisira  l'une  ou  l'autre  correspondance, 
à  ce  point  M  correspondra  soit  un  point  N,  soit  un  point  N', 
lesquels  seront  différents  dans  le  cas  général  et  ne  se  conlondront 
que  dans  le  cas  de  l'involution.  Dans  le  cas  général,  il  passera  donc 
par  le  point  M  deux  (h-oites  de  l'ensemble,  ce  qui  prouve  que  la 
droite  MiS  enveloppe  une  conique  (D).  De  plus,  parmi  tous  les 
couples  de  valeurs  de  x  et  j",  il  y  en  a  deux,  et  deux  seulement 
pour  lesquels  x  =  y.  Pour  chacun  de  ces  couples,  les  deux 
points  A  et  B  se  confondent  et  la  droite  AB  est  tangeiate  à  la 
conique  (C);  mais  en  même  temps,  les  deux  droites  de  l'ensemble 
qu'on  peut  mener  du  point  A  se  confondent  aussi,  ce  qui  prouve 
que  les  deux  tangentes  menées  de  A  à  la  conicjue  (^D)  se  contondent, 
et  que  par  conséquent  la  (h'oite  AB  est  tangente  en  A  à  la  fois  à  la 
conique  (C)  et  à  la  conique  (D).  Comme  il  en  est  de  même  du 
point  A'  correspondant  à  l'autre  couple  de  valeurs  égales,  les  deux 
coniques  sont  bien  bitangentes. 

Si  a?  et  j'  sont  liées  par  une  relation  doublement  quadi-atique 
symétrique,  nous  avons  vu  au  n°  o  que  la  droite  AB  enveloppe 
une  conique  (D)  et  que  les  valeurs  critiques  de  la  i^elalion  dou- 
l)lement  quadi-alique  sjanétrique  délinissent  les  points  communs 
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à  ces  deux  coniques.  Si  deux  valeurs  critiques  sont  égales,  les 
deux  coniques  sont  tangentes.  Si  les  valeurs  critiques  sont  égales 
deux  à  deux,  la  relation  doublement  quadratique  se  décompose 
en  deux  relations  homographiques.  A  cause  de  la  symétrie;  il 
faudra  ou  que  ces  deux  relations  soient  symétriques  l'une  de 
l'autre,  ou  qu'elles  soient  chacune  symétrique,  c'est-à-dire  invo- 
lutive.  Dans  le  premier  cas,  on  retombe  svir  la  relation  homo- 
graphique  dont  nous  venons  de  parler,  et  il  convient  de  remarquer 
que  chacune  de  ces  relations  homographiques  symétriques  l'une 
de  l'autre  définit  la  même  conique  (D),  de  sorte  que  la  droite  AB 
enveloppe  une  conique  bitangente  à  la  conique  (C).  Dans  le 
second  cas,  chacune  des  droites  AB  et  AB'  qu'on  peut  mener  par 
un  point  A  de  (C)  passe  par  l'un  ou  l'autre  des  deux  points  fixes; 
la  conique  (D)  se  réduit  à  ces  deux  points  fixes;  mais,  quand 
on  déplace  le  point  A  d'une  manière  continue  sur  la  conique  (C), 
l'une  des  dz^oites  pivote  autour  d'un  point  fixe,  et  l'autre  autour  de 
l'autre. 

Réciproquement,  toute  conique  (D)  définit  par  l'intersection 
de  ses  tangentes  avec  la  conique  (C)  une  relation  doublement 
quadratique  symétriqvie  entre  les  paramètres  des  points  de  (G). 

Enfin,  on  pourrait  faire  le  raisonnement  corrélatif,  et  mener  des 
tangentes  à  la  conique  (C).  Le  point  d'intersection  des  deux 
tangentes  correspondant  aux  deux  points  homologues  A  et  B  décrit 
une  conique  (E),  et  les  valeurs  critiques  de  x  correspondent  aux 
tangentes  communes  à  ces  deux  coniques. 

On  déduirait  facilement  de  ce  qui  précède  les  propriétés  des 
polygones  inscrits  à  une  conique  et  circonscrits  à  une  autre;  mais 
ce  serait  répéter  à  peu  de  chose  près  ce  qui  a  été  déjà  expliqué 
dans  le  travail  déjà  cité  ('). 

10.  Polygones  inscrits  à  une  conique  dont  les  côtés  sont  tan- 
gents à  plusieurs  coniques  faisant,  avec  la  première^  partie 
(fun  même  faisceau.  —  Soient  a?,,  iCo,  ic»,  . . .,  a^„,  n  valeurs  du 
paramètre  servant  à  définir  le  point  A  sur  la  conique  (G).  Sup- 
posons que  ces  n  valeurs  vérifient  les  n  —  i  relations  doublement 


C)  Bulletin  de  la  Société  mathématique,  t.  XLIII,  lyiô,  p.  i4'J-i6o. 
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quadraliques  syiiu-lriques  : 

/i(ar,,  a^o)  =  o,         fii^ro,  X3)  =  o, 

qui  toutes  ont  les  mêmes  valeurs  critiques. 

Les  droites  A,Ao,  AoAs,  A^A/j,  ...,  A„_,  A„  enveloppent  cha- 
cune une  conique,  et  toutes  ces  coniques  coupent  la  conique  (C) 
aux  tjuatic  luénies  points  puisque  les  \aleurs  critiques  sont  les 
mêmes  dans  toutes  les  équations. 

Si  l'on  élimine  X-^  entre  les  deux  premières,  on  sait  (n°  7)  que 
l'équation  résultante  se  décomposera  en  deux  relations  doublement 
quadratiques  symétriques  ayant  les  mêmes  valeurs  critiques,  sauf 
toujours  le  cas  j)articulier  du  n"  8,  dont  l'une  sera  par  exemple 
g-s^ûCfX-i)  =  o.  Sujiposons  que  ce  soit  celle-là  que  vérifie  X3. 
Eliminons  x-i  entre  les  équations  g-^  =  o  et  y  3  =  o;  nous  trouverons 
encore  deux  relations  doublement  quadratiques  dont  l'une  sera 
0-4(57,,  374)  =  0. 

Si  X3  avait  vérifié  l'autre  équation  o'^=o,  on  aurait  trouvé 
entre  x,  et  x^  deux  autres  relations  doublement  quadratiques  symé- 
triques, soit  en  tout  quatre. 

Supposons  que  Xr,  vérifie  l'équation  g^  =  o  et  continuons  les 
éliminations.  Finaleuient  nous  trouverons  que  la  relation  entre  Xi 
et  x„  se  décompose  en  a""^  relations  doublement  quadratiques 
symétriques.  On  aurait  pu  faire  d'autres  éliminations  qui,  au  lieu 
de  conserver  la  variable  x,,  en  auraient  conservé  une  autre,  de 
telle  sorte  qu'on  peut  conclure  que  la  i^elation  qui  lie  deux  quel- 
conques des  fi  variables  se  décompose  en  un  certain  nombre  de 
relations  doublement  quadratiques  symétriques  qui  toutes  ont  les 
mêmes  valeurs  critiques. 

Considérons  alors  la  conique  (C)  et  les  (n  —  i)  coniques  (D,  ), 
(D2),  (D3),  ...,  (D^^,)  coupant  toutes  (C)  aux  quatre  mêmes 
points.  D'un  point  A,  pris  sur  (G),  on  mène  une  tangente  à  (D,; 
qui  coupe  (C)  en  Ao,  puis  de  A,  une  tangente  à  (Do)  qui 
coupe  (C)  en  A3  et  ainsi  de  suite  jusqu'à  la  tangente  à  (D„_,) 
qui  coupe  (G)  en  A„.  On  peut  construire  un  grand  nombre  de 
ces  polygones,  puisque  de  chaque  point  A/  on  peut  mener  deux 
tangentes  à  la  conique  (D<) .  Il  résulte  immédiatement  des  remax-ques 
précédentes  que  le  dernier  côté  de  l'un  de  ces  polygones  et  toutes 
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les  diagonales  de  l'un  quelconque  d'entre  eux  sont  tangents  à 
Tune  des  coniques  qui  correspondent  aux  diverses  relations  dou- 
blement quadratiques  et  symétriques  qui  résultent  des  élimina- 
tions faites  entre  les  relations  doublement  quadratiques  symétriques 
définies  par  les  coniques  (D/),  et  qui  toutes  font  partie  d'un  même 
faisceau. 

Si  l'on  choisit  un  polygone  particulier  A,  Ao-'-A,,,  et  qu'on  le 
déforme  d'une  manière  continvie  en  faisant  parcourir  au  point  A, 
la  conique  (G)  le  côté  A,A„  et  les  diagonales  de  ce  polygone 
envelopperont  chacun  une  conique  appartenant  au  même  faisceau 
que  les  coniques  (G)  et  (D,).  C'est  le  théorème  de  Poncelet. 

On  peut  ajouter  que,  si  l'on  considère  tous  les  polygones  (P) 
qu'on  peut  former  en  partant  d'un  même  point  A,,  les  derniers 
côtés  de  ces  polygones  enveloppent  deux  à  deux  la  même  conique. 
En  effet,  le  nombre  de  ces  polygones  est  2""',  puisqu'on  peut 
mener  deux  tangentes  à  chacune  des  coniques  fD,).  Ornons  avons 
vu  que  le  nombre  des  relations  doublement  quadratiques  symé- 
triques entre  les  paramètres  des  points  extrêmes  est  seulement 
de  2"'^.  Il  faut  donc  que  deux  par  deux  ces  côtés  extrêmes  enve- 
loppent la  même  conique.  Une  remarque  analogue  s'applique  évi- 
demment aux  diagonales  des  polygones  (P). 

Il  est  bien  entendu  qu'il  peut  arriver  que  certaines  des  diago- 
nales, ou  certains  des  côtés  extrêmes  des  polygones  (Pj  passent  par 
un  même  point  au  lieu  d'envelopper  une  conique.  On  en  trouve 
un  exemple  dans  les  polygones  d'un  nombre  pair  de  côtés  inscrits 
à  une  conique  et  circonscrits  à  une  autre,  puisqu'alors  les 
diagonales  principales  passent  par  un  même  point.  Un  autre 
exemple  sera  indiqué  plus  loin  (n°  11). 

Il  est  bien  entendu  aussi  que  quelques-unes  des  coniques  (D) 
peuvent  être  confondues.  Chaque  fois  que  deux  cotisécatu'es  de 
ces  coniques  sont  confondues,  le  nombre  des  relations  doublement 
quadratiques  et  le  nombre  des  polygones  qu'on  peut  former  sont 
chacun  réduits  de  moitié. 

Le  théorème  corn'datif  concerne  des  coniques  tangentes  à  quatre 
mêmes  droites;  l'énoncé  en  est  trop  facile  à  former  pour  que  je 
croie  utile  de  m'y  arrêter;  mais  il  y  a  un  cas  qui  mérite  d'être 
signalé.  C'est  celui  où  toutes  les  coniques  (D)  se  confondent. 
Alors,   le  nombre  des  polygones  (P)  partant  d'un  même  point  se 
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r(''<liiil  à  (leiiK.  Le  coté  exlrcme  et  toutes  les  (liiii;(>niilcs  enveloppent 
des  coniques  luisant  partie  du  même  laisceau  (jue  (C)  et  (i3>, 
tandis  que  chacun  des  points  d'intersection  de  deux  cotés  quel- 
conques décrit  une  conique  faisant  partie  du  même  faisceau  tan- 
genliel  que  (C)  et  (D). 

Enfin,  il  peut  arriver  que  l'enveloppe  du  coté  e\trèn»e  soit 
précisément  la  conique  (D).  On  retrouve  alors  les  polygones  ins- 
crits à  une  conique  et  circonscrits  à  une  autre  avec  toutes  leurs 
propriétés. 

11.  Cas  particulier.  —  Un  cas  intéressant  est  celui  où  les 
relations  doublement  quadiatiques  symétriques  données  sont  de  la 
forme  particulière  étudiée  au  n"  8.  Nous  avons  vu  qu'il  n'y  a  que 
deux  relations  symétriques  de  cette  forme  admettant  les  mêmes 
valeurs  critiques.  11  faudra  donc  admettre  que  les  relations  /=  o 
se  réduisent  à  deux  qui  seront  répétées  chacune  un  certain  nombre 
de  fois  et  se  succéderont  dans  n'importe  quel  ordre.  Les 
coniques  (D,)  se  réduiront  à  deux,  et  pour  construire  les  poly- 
gones (P)  on  leur  mènera  des  tangentes  à  l'une  ou  à  l'autre  dans 
un  ordre  déterminé.  Je  me  bornerai  au  cas  où  l'on  ne  considère 
ces  deux  coniques  qu'une  seule  fois  chacune. 

Nous  avons  vu  au  n°  8  qu'à  deux  valeurs  critiques  de  J?  corres- 
pond une  seule  valeur  double  de  z.  Or,  si  l'on  suppose  que  x  soit 
le  puiramètre  du  point  A  et  z  celui  du  point  B,  quand. on  donne 
à  X  une  valeur  critique,  c'est  qu'on  met  le  point  A  en  l'un  des 
points  d'intersection  des  coniques  (C)  et  (D),  et  le  point  B  est 
l'intersection  de  la  conique  (G)  avec  la  tangente  en  A  ù  (D).  La 
condition  algébrique  exprime  donc  que  les  tangentes  à  (D)  en 
deux  points  d'intersection  des  deux  coniques  vont  se  couper  sur  la 
conique  (C).  Les  deux  autres  valeurs  critiques  de  j:  donnant  aussi 
la  même  valeur  double  de  z,  c'est  que  les  tangentes  à  (D)aux  deux 
autres  points  d'intersection  des  deux  coniques  vont  aussi  se 
couper  sur  (C).  C'est  le  cas  particulier  qui  a  fait  l'objet  d'un 
examen  spécial  et  d'une  figure  dans  le  tiwvail  précédent. 

Ici  nous  avons  deux  coniques  (D)  jouissant  des  mêmes  pro- 
priétés, et  le  polygone  (P)  est  un  triangle.  On  peut  construire 
huit  de  ces  triangles  à  partir  d'un  point  de  la  conique  (  C)  puisqu'on 
peut  commencer  par  l'une  ou  l'autre  des  coniques  (D)  et  que  dans 
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chaque  cas  on  trouve  quatre  triangles.  JNous  avons  vu  à  la  fin  du 
n"  8  que  la  résultante  des  deux  équations  doublement  quadra- 
tiques se  réduit  à  des  relations  homographiques  involutives.  Donc 
les  troisièmes  côtés  de  quatre  des  triangles  mobiles  passeront  par  un 
point  fixe,  et  ceux  des  quatre  autres  triangles  par  un  autre  point 
fixe.  Il  est  aisé  de  trouver  les  positions  de  ces  deux  points  fixes  en 
construisant  le  polygone  à  partir  d'un  des  sommets  du  faisceau 
des  trois  coniques,  et  l'on  ol^tient  le  théorème  suivant  : 

Etant   données    une  conique   (C)   et  deux    cordes   de  cette 
conique  AB  et  CD  qui  se  coupent  en  H.  on  trace  la  polaire  deH. 


A,  B,  C,  D  sont  les  points  communs  aux  trois  courbes;  M,  N,  P,  N',  les  quatre 
sommets  du  quadrilatère  situés  sur  l'une  des  courbes  et  dont  les  cotes  sont 
tangents  alternativement  aux  deux  autres. 

Parmi  les  courbes  qui  se  coupent  en  A,  l'une  est  tangente  à  EA,  une  autre  à  FA, 
et  il  y  a  des  conditions  analogues  aux  trois  autres  points  B,  C,  D. 


qui  coupe  la  conique  en  E  et  F,  et  Von  joint  les  quatre  droites 
EA,  EB,  FC,  FD,  puis  les  quatre  droites  FA,  FB.  EC,  ED.  // 
existe  une  conique  (D)  tangente  aux  quatre  premières  droites 
aux  points  respectifs  A,  B,  C^  D,  et  une  autre  (D')  tangente 


-    U")  - 

aux  itK^'nies  poi/tls  aux  rjuatfe  autres  droites.  /J'u/i  point  M 
pris  sur  (^C)  on  mène  à  V une  des  coniques  (D)  ou  (U')  une  tan- 
gente qui  coupe  ((])  en  un  second  point  IN,  duquel  on  mène  à 
Vautre  conique  (D')  ou  (D)  une  tangente  qui  coupe  la  co- 
nique (G)  en  un  second  point  P.  La  droite  MP  passe  par  V un 
des  deux  sommets  du  triangle  autopolaire  commun  aux  trois 
coniques  autres  que  le  point  II  {voir  la  figure). 

Nous  avons  di-jà  remarque  qu'à  partir  d'un  point  M  de  la 
conique  (G)  on  pouvait  construire  huit  triangles;  mais  il  est 
visible  que  quatre  de  ces  triangles  ont  le  même  troisième  côté  MP 
puisque  P  doit  être  sur  l'une  des  deux  droites  Moj  ou  Mo'  passant 
par  les  sommets  du   triangle  autopolaire  autres  que  le  point  H. 

En  assemblant  les  deux  triangles  qui  ont  le  troisième  côté  MP 
commun,  on  obtient  un  quadrilatère  dont  MP  sera  l'une  des  dia- 
gonales. En  mettant  le  point  M  en  l'un  des  quatre  sommets  du 
faisceau,  on  verra  quels  sont  les  deux  triangles  qu'il  faut  assem- 
bler et  finalement  on  pourra  donner  à  l'énoncé  du  théorème  la 
forme  suivante  : 

Etant  données  trois  coniques  qui  remplissent  les  conditions 
précédentes.,  on  peut  tracer  une  infinité  de  quadrilatères  ins- 
crits à  la  conique  (G)  et  ayant  leurs  côtés  alternativement 
tangents  à  la  conique  (T))  et  à  laconique  (D').  Les  diagonales 
de  chacun  de  ces  quadrilatères  se  coupent  en  Vun  des  deux 
points  w  et  oj'  qui  sont  avec  H  les  trois  sommets  du  triangle 
autopolaire  commun  aux  trois  coniques. 

D'un  point  M  pris  sur  la  conique  (G)  on  peut  tracer  quatre  de 
ces  quadrilatères  :  deux  ont  leurs  diagonales  qui  se  coupent  en  oj; 
les  diagonales  des  deux  autres  se  coupent  en  to'. 

Enlin,  les  propriétés  très  connues  des  polaires  montrent  que  les 
côtés  opposés  de  l'un  quelconque  de  ces  quadrilatères  se  coupent  sur 
l'un  des  deux  côtés  du  triangle  autopolaire  commun  passant  par  H. 

Le  théorème  corrélatif  concerne  trois  coniques  faisant  partie 
d'un  même  faisceau  tangentiel,  telles  que  deux  droites  joignant 
les  points  de  contact  d'une  des  coniques  (D)  ou  (D')  avec  les 
côtés  opposés  du  quadrilatère  circonscrit  commun  soient  tangentes 
à  la  conique  (Gj.  J^e    quadrilatère   mobile  est   circonscrit   à   la 
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conique  (C)  et  ses  sommets  sont  alternativement  sur  les  co- 
niques (D)  et  (D').  La  conclusion  est  la  même  que  dans  le  théo- 
rème direct  ;  les  diagonales  du  quadrilatère  mobile  passent  par 
l'un  des  sommets  du  triangle  autopolaire  commun  aux  trois 
coniques,  et  les  côtés  opposés  de  ce  quadrilatère  se  coupent  sui- 
les  C(Ués  de  ce  triangle  aiitopolaire  opposé  à  ce  sommet. 

En  particularisant  le  quadrilatère  circonscrit,  on  obtiendra  des 
théorèmes  concernant  trois  coniques  homofocales  ou  trois  para- 
boles confocales  tangentes  à  une  même  droite,  ces  trois  coniques 
satisfaisant  toujours  aux  conditions  énoncées. 

12.  Extension  à  Vespace.  —  Considérons  maintenant  n  —  i 
quadriques  (Qi),  (Q2)5  ■•■•;  (Q«_i)  faisant  partie  d'un  même 
faisceau,  et  projetons  leur  courbe  commune  sur  l'une  des  faces  (P) 
du  tétraèdre  autopolaire  commun,  en  prenant  pour  centre  de  pro- 
jection le  sommet  S  de  ce  tétraèdre  opposé  à  la  face  (P)-  Cette 
projection  sera  une  conique  (C)  et  les  contours  apparents  des 
quadriques  considérées  seront  des  coniques  (D,  ),  (Do),  ■■••.  (D„_,) 
appartenant  toules,  avec  (C  ),  à  un  même  faisceau.  Toutes  les  géné- 
ratrices de  l'une  de  ces  quadriques  (Q/)  se  projettent  suivant  des 
droites  tangentes  au  contour  apparent  correspondant  (D/)-  Formons 
alors  le  polygone  gauche  suivant  :  Par  un  point  A,  de  la  courbe 
commune  (E),  je  mène  une  génératrice  de  (Qi)  qui  coupe  cette 
courbe  commune  en  un  second  point  Ao.  De  Ao,  je  mène  une 
génératrice  de  la  quadrique  (  Q^  )  qui  coupe  (E)  en  un  second 
point  A3,  et  ainsi  de  suite  juscjuau  point  A„  faisant  partie  d'une 
génératrice  de  (Qh_)  )•  ^'^  projection  sur  le  plan  (P)  <Ui  ptdy- 
gone  AiAo-.-An  sera  un  pidygone  de  Poncclet.  Donc  tous  ses 
côtés  et  toutes  ses  diagonales  seront  tangents  à  diverses  coniques 

appartenant  au  même  faisceau  que  (C),  (D,),  Soit  (D/)  l'une 

de  ces  coniques  et  Ay A^  la  droite  de  l'espace  dont  la  projection  «/  Oj 
est  tangente  à  (  Dy  ).  Par  la  conique  (  Dy  )  on  peut  faire  jxisser  une 
quadrique  (Qy)  appartenant  au  même  faisceau  (|ue  les  quadriques 
données  et  puisque  (  Dy)  est  dans  le  plan  (P)  qui  est  l'une  des 
faces  du  tétraèdre  autopolairc  commun  à  toutes  les  quach'iques 
de  faisceau,  (D/)  sera  le  contour  appai^ent  de  la  quadrique  (Q/)> 
vue  du  sommet  S.  Du  point  A/  on  ne  peut  mener  que  deux  droites 
rencontrant  la  courbe  commune  (E)  eu  un  second  point  et  se  [)roje- 
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lanl  siiixaut  (ii<i j  laui;eiile  à  (1)/),  cl  ccsdcuv  liioilcs  soui  Icsdciiv 
génc'iMlrices  de  la  (|Uiulil(jiic  (  (^y)  passaiil  par  !<•  |)oiiil  \,.  Donc,  la 
droite  A,x\y  est  l'une  de  ees  (teux  ^éiu'ivUrices.  Si  maiiilciiaut  ou 
déforme  le  polji^one  A,  Ao.-.A,,  d'une  manière  continue  en  faisant 
décrire  au  point  A|  la  comité  commune  (E),  on  diiduira  (ie  ce  (pii 
précède  que  le  dernier  coté  de  ce  polygone  et  ses  diai:;(»nale'S 
décriront  chacun  une  fpiadricjue  ap|)artenant  au  même  faisceau 
que  les  quadri(pies données. 

Pour  obtenir  le  théorème  coriéhitif,  on  considérera  de<.  (jua- 
dri([ues  appartenant  à  un  même  faisceau  taugentiel.  Dans  un  plan 
tani;ent  comuiun  aux  quadri([ues  du  faisceau  on  mènera  une  géné- 
ratrice de  (0|  ),  soit  ((j)  )•  Par  (  (j,  )  on  peut  mener  un  second  plan 
tangent  à  {^^2)1  lequel  sera  aussi  tangent  à  (Qt)  puiscju'il  con- 
tient (G().  Dans  ce  second  plan  tangent,  on  pourra  mener  une 
.génératrice  (Go)  de  (Oo)  par  laquelle  on  mènera  un  second  plan 
tangent  aux  quadriques  du  faisceau,  et  ainsi  de  suite.  On  forme 
ainsi  un  polygone  gauche  par  chacune  coté  duquel  passe  un  |)lan 
tangent  commun  à  toutes  les  quadricjues  du  faisceau.  Ce  plan  tan- 
gent est  le  plan  défini  |)ar  nn  des  cotés  du  polygone  et  le  coté 
suivant.  Quand  on  déforme  ce  polygone  d'une  manière  continue, 
en  faisant  rouler  le  premier  plan  tangent  sur  la  développable  cir- 
conscrite commune,  la  droite  d'intersection  de  deux  quelconques 
de  ces  plans  décrit  une  quadrique  appartenant  au  même  faisceau 
tangentiel  que  les  quadriques  données. 

13.  Théorèmes  sur  certaines  faiaiiles  de  coniques.  —  Con- 
sidérons la  famille  des  coniques  qui  passent  par  trois  points 
fixes  A,  B,  C,  et  ([ui  sont  tangentes  à  une  même  droite  (D),  et 
coiq^ons-les  par  une  droite  X\  .  Si  l'on  se  donne  un  |)oiiit  M  sur 
cettedroiteX\,  on  pourra  par  ce  point  M  faire  passer  deux  coniques 
de  la  famille  qui  couperont  chacune  la  droite  X\  en  ni\  second 
point.  Au  point  M  correspondront  donc  sur  cette  droite  deux 
points  N  et  N'.  Si  l'on  se  donne  l'un  de  ees  points  JN  ou  i\',  il  lui 
correspondra  de  même  deux  points  dont  l'un  sera  évidemuient  le 
point  M.  On  voit  ainsi  que  les  abscisses  des  points  d'intersection 
de  la  droite  XY  avec  les  coniques  de  la  fauiille  sont  liées  [tar  une 
relation  doubleuient  quadrati<pu'  syméirique. 

Soit  E  le  point  d'intersection  des  droites  (D)  et  X\  .  Les  deux 
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coniques  de  la  famille  qui  passent  au  point  E  sont  confondues, 
puisque  le  point  E  est  sur  la  tangente  (D).  Soient  F,,  Fo,  F3,  les 
points  d'intersection  de  X\  avec  chacun  des  trois  côtés  du 
triangle  ABC.  Le  point  F,  étant  supposé  sur  BC,  la  conique  de  la 
famille  qui  passe  par  F,  doit  contenir  la  droite  BC,  et  comme  elle 
doit  aussi  passer  par  A  et  être  tangente  à  (D),  elle  se  compose  de 
la  droite  BC  et  de  la  droite  qui  joint  le  point  A  au  point  où  BC 
coupe  (D).  Cette  fois  encore,  les  deux  coniques  se  confondent.  On 
voit  ainsi  que  les  valeurs  critiques  de  la  relation  biquadratique 
sont  les  abscisses  des  quatre  points  E,  F,,  Fo,  F3. 

Inversement,  supposons  connue,  entre  les  abscisses  des  points 
de  X\ ,  une  relation  doublement  quadratique  symétrique  dont  les 
valeurs  critiques  seraient  les  abscisses  des  quatre  points  précédents 
que,  pour  abréger,  j'appellerai  points  critiques.  Nous  savons  que 
cette  relation  est  complètement  déterminée  par  les  quatre  points 
critiques  et  le  point  correspondant  à  l'un  d'eux  (n°  0).  Soit  donc 
E'  le  point  qui  correspond  au  point  critique  E.  Par  les  cinq  points 

A,  B,  C,  E,  E'  on  peut  faire  passer  une  conique  dont  la  tangente 
en  E  est  une  droite  (D,).  La  famille  des  coniques  passant  par  A, 

B,  C  et  tangente  à  (D(  )  définit  sur  la  droite  XY  une  relation  dou- 
blement quadratique  symétrique  qui  est  identique  à  la  relation 
donnée,  d'où  il  suit  que  toutes  les  coniques  passant  par  deux 
points  qui  se  correspondent  sur  X\  et  par  les  trois  points  A,  B,  C, 
sont  tangentes  à  (D,  ). 

Si  l'on  se  rappelle  que  les  deux  racines  d'une  relation  double- 
ment quadratique  correspondant  à  une  même  valeur  d'une  des 
variables  sont  liées  elles-mêmes  par  vme  relation  doublement 
quadratique  symétrique  (n°  -4),  que  la  résultante  de  deux  rela- 
tions doublement  quadratiques  symétriques  se  décompose  en  deux 
relations  doublement  quadratiques  symétriques,  et  enfin  que 
toutes  ces  relations  ont  les  mêmes  valeurs  critiques,  on  obtiendra 
les  théorèmes  suivants  : 

1°  Etant  donnés  trois  points  A,  B,  C^  et  deux  droites  (D) 
et  XY  qui  ne  passent  ni  Vune  ni  Vautre  par  aucun  de  ces  trois 
points.,  on  peut.,  par  un  point  M  de  X\  ,  faire  passer  deux 
coniques  tangentes  à  [U)  et  passant  par  A,B,C.  Ces  coniques 
coupent^Y  en  deux  autres  points  JN  et  N'.   Quand  le  point  M 
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parcourt  la  droiteli.\  ,  la  conique  passant  par  les  cinq  points  A , 
B,  C,  M,  j\'  reste  tangente  c\  une  droite  fixe  qui  passe  par 
l'intersection  E  des  droites  (D)  et  (XY). 

2"  Menons  par  le  point  E  une  suite  de  droites  ij^),  ('^i)r 

(Da), (D„_.|).  Par  un  point  M  de  XY  faisons  passer  une 

conique  tangente  à  (D)  ef  passant  aussi  par  les  trois  points  A, 
B,  G.  Cette  conique  coupera  XY  en  un  second  point  M,.  Par 
M,  et  A,  B,  C  faisons  passer  une  nouvelle  conicjue  tangente 
cette  fois  à  (D|),  laquelle  coupera  X\  en  Mo;  par  i\L  et  A, 
B,  G  faisons  passer  une  conique  tangente  à  (Do)  et  ainsi  de 
suite,  jusqu'au  point  jM„.  Enfin  par  deux  quelconques  des 
points  M,  M, ,  Mo,  ...,  M,j  et  les  trois  points  A,  B,  C  faisons  passez- 
une  dernière  conique.  Quand  le  point  ^l  parcourt  la  droite  X\  , 
cette  dernière  conique  reste  tangente  à  une  droite  fixe  passant 
par  E. 

On  peut  remarquer  que  le  premier  théorème,  plus  simple,  est 
un  cas  particulier  du  second  qu'on  obtient  en  supposant  que  les 
droites  (D/)  se  réduisent  à  deux  qui  coïncident. 

Si  l'on  suppose  que  deux  des  trois  points  A,  B,  G  sont  les  points 
cycliques,  toutes  les  coniques  précédentes  deviennnent  des  cercles, 
et  les  énoncés  se  simplifient  un  peu. 

Dans  le  théorème  corrélatif  que  je  ne  crois  pas  utile  d'énoncer 
complètement,  les  trois  points  sont  remplacés  par  trois  tangentes. 
Si  deux  de  ces  tangentes  sont  des  droites  isotropes,  on  a  un  théo- 
rème concernant  des  coniques  confocales  qui  peut  s'énoncerainsi  : 

Soie/it  A  un  point  fixe,  une  suite  de  points  B,  B, ,  Bo,  ...,  B„_, 
alignés  sur  A,  uji  autre  point  fixe  quelconque  F  et  une  droite 
fixe  (D).  Je  considère  une  conique  (G)  de  foyer  F,  passant 
par  B,  et  tangente  à  (D).  Par  A,  on  peut  mener  à  cette  conique 
deux  tangentes  dont  l'une  sera  désignée  par  A^i .  Il  existe  deux 
coniques  de  foyer  F  tangentes  à  (D)  e/  à  AX, ,  et  passant  par  B, . 
Soient  A^.,  l'une  des  tangentes  menées  de  A  à  l'une  de  ces  co- 
niques, puis  AX3  Vune  des  tangentes  menées  de  A  à  V une  des 
coniques  de  foyer  ¥  tangentes  à  (D)  et  à  AH-i  et  passant  par  B^j 
et  ainsi  de  suite.  Considérons  alors  une  conique  (G)  de  Joyer  t 
tangente  à  D  et  à  deux  quelconques  des  droites  AX,  AX,, 
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AX2,  —  Quand  on  fait  varier  la  conique  (C),  la  conique  (G) 
passe  par  un  point  fixe  situé  sur  la  droite  ABB, ,  —  B;,_, . 

Si  l'on  suppose  la  droite  (D)  rejetée  à  l'infini,  on  aura  un  théo- 
rème concernant  des  paraboles  confocales,  plus  facile  à  énoncer. 

14.  Théorèmes  sur  des  faisceaux  de  coniques.  —  Considérons 
maintenant  un  faisceau  tangentiel  de  coniques  et  une  droite 
fixe  X\  .  Par  un  point  M  de  X\  ,  on  peut  faire  passer  deux  coni- 
ques de  ce  faisceau  tangentiel  lesquelles  coupent  X^  en  deux 
autres  points  N  et  N',  et  Ton  verra  comme  précédemment  que  les 
points  M  et  N  sont  liés  par  une  relation  doublement  quadi-atique 
symétrique.  J^es  points  critiques  de  cette  relation  sont  les  quatre 
points  d'intersection  A,,  Aj,  A3,  A4  de  la  droite  Xlf  avec  les 
quatre  côtés  du  quadrilatère  circonscrit  à  toutes  les  coniques  du 
faisceau  tangentiel,  puisque  les  deux  coniques  passant  par  M  se 
confondent  quand  ce  point  M  est  situé  sur  l'une  des  quatre 
tangentes. 

Inversement,  donnons-nous  sur  la  droite  X\  une  relation  dou- 
blement quadratique  symétrique  définie  par  ses  quatre  points 
critiques  A|,  A2,  A3,  A4  et  le  point  A',  qui  correspond  à  A,. 
Menons  par  Aj,  A3,  A4  respectivement  trois  droites  fixes  A2X2, 
A3X3,  A4X.i.  Il  existe  quatre  coniques  tangentes  à  ces  trois 
droites  et  passant  par  les  points  A,  et  A',.  On  peut  associer  aux 
ti'ois  droites  précédentes,  pour  former  le  faisceau  tangentiel,  la 
tangente  en  A,  à  l'une  de  ces  quatre  coniques.  On  obtient  ainsi 
quatre  faisceaux  tangentiels  qui  déterminent  sur  la  droite  XY  la 
même  relation  doublement  quadratique  symétrique.  Si  donc  M 
et  M'  sont  deux  points  correspondants  de  cette  relation,  les  quatre 
coniques  passant  par  M  et  M'  et  tangentes  aux  trois  droites  A2X2, 
A3X3,  A4X4  devront  faire  partie  chacune  d'un  de  ces  quatre  fais- 
ceaux; mais  si  Ton  déforme  d'une  manière  continue  l'une  de  ces 
quatre  coniques,  elle  restera  nécessairement  comprise  dans  le 
même  faisceau  tangentiel.  De  là  résultent  les  théorèmes  suivants  : 
i"  Soient  une  droite  fixe  XY,  trois  autres  droites  fixes 
(D,)^(D2),  (D3),  un  point  fixe  K  sur  1^\ ,  une  droite  A.Z  passant 
par  A  et  enfin  un  point  mobileM  çarXY.  Pa/M  on  peut  faire 
passer  deux  coniques  tajigentes  aux  quatre  droites  (D,  ),  (D2), 
(D3)  et  AZ,   lesquelles  coupent   X\    respectivement  en   deux 
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autres  points  \  cA  \ .  l*a)-  \  et  \'  on  peut  faire  pas:<er  (iiiatre 
<-o/ii(jues  tangentes  aux  trois  droites  (D,),  (D^j,  i^w)-  (}uand 
le  point  M  parcourt  la  droite  \\,  chacune  de  ces  coniques 
reste  tangente  à  une  droite  fixe  passant  par  A. 

Il  V  a  quatre  de  ces  droites. 

2°  Etant  donnés  toujours  la  droite  X\  .  les  trois  droites  fixes 
(D/)  et  le  point  A,   menons  par  le  point  A  plusieurs  droites 

AZ,  AZ, .  AZo Par  un  point  M  de  XY  faisons  passer  une 

conique  tangente  aux  quatre  droites  AZ,  (D,),  (Do),  (Dj), 
laquelle  coupe  W  en  un  second  point  M|.  Par  M,  faisons 
passer  une  conique  tangente  aux  quatre  droites  AZ,.  (D,), 
(Do),  (  D.j),  laquelle  coupe  XA  en  un  second  point  Mo,  et  ainsi 
de  suite.  Par  deux  quelconques  des  points  M,  M, .  Mo.  ...,  on 
peut  faire  passer  quatre  coniques  tangentes  aux  trois  droites 
(D/V  Quand  le  point  M  parcourt  la  droite  XY,  chacune  de  ces 
coniques^  se  déformant  d'une  manière  continue,  reste  tangente 
à  une  droite  fixe  passant  par  A. 

Ici  encore,  le  premier  théorème  est  un  cas  particulier  du  second. 

Si  Ton  suppose  que  deux  des  droites  (D/)  sont  isotropes,  on 
aura  un  théorème  concernant  des  coniques  conlocales,  et  si  Ton 
suppose  de  plus  que  la  troisième  est  rejetée  à  rinfîni,  on  aura  un 
théorème  concernant  des  paraboles  confocaîes. 

Dans  le  théorème  corrélatif,  qu'il  est  inutile  dénoncer,  la 
conique  varialjle  fera  partie  d'un  faisceau  ponctuel;  si  l'on  suppose 
que  deux  des  droites  D/  sont  remplacées  par  les  points  cycliques, 
on  aura  un  théorème  concernant  des  cercles.  Le  cercle  variable 
qui  p,is-e  déjà  par  le  point  hxe  D  [Kissera  par  un  autre  j)oint  fixe. 

m.  —    De    L'i.NVOLLTION    MULTIPLE. 

13.  Définition.  Propriétés  fondamentales.  —  Je  elii.u  tjuc  n 
quantités  T|,  a^o,  ....  n,i  sont  liées  par  une  involutiou  7?-uple 
quand  deux  quelconques  d'entre  elles  vérifient  une  même  cquatiou 
symétrique 

de   degré   n  —  i    par  rapport  à  chacune  des   variables.   Si  1  on  se 
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donne  la  valeur  a^j  =  a  de  l'une  d'elles,  les  valeurs  correspondantes 
des  n  —  1  autres  seront  les  n  —  i  racines  de  l'équation  (i)  où  x  sera 
considérée  comme  connue,  et  y  comme  inconnue.  Pour  qu'il  y  ait 
involution,  il  ne  suffit  pas  de  se  donner  une  équation  symétrique 
telle  que  l'équation  (i).  11  faut  encore  que  x  ayant  été  remplacée 
para,  deux  quelconques  des  racines  de  l'équation  (i)  vérifient  la 
même  équation.  Soient  alors  a,  la  valeur  donnée  à  x  et  a2,a3, ...,  a„, 
les  n  —  I  racines  de  l'équation  (i).  Si  l'on  donne  à  x  une  des 
valeurs  7-2,  ag, ...,  a„,  chacunedesautres  valeurs, y  comprise  a, ,  mise 
a  la  place  dejK  doit  vérifier  l'équation  (i).  Comme  cette  équation  n'a 
que  n  —  i  racines,  on  voit  que,  quelle  que  soit  la  valeur  choisie 
pour  X  parmi  les  valeurs  a,-,  les  n  —  i  racines  de  l'équation  seront 
les  //  —  I  autres  valeurs  ay.  En  d'autres  termes  la  valeur  de  x  et 
les  n  —  1  valeurs  de  y  forment  un  groupe  de  n  quantités  qui 
change  sculeuient  quand  on  donne  à  x  une  valeur  non  comprise 
dans  ce  i^roupe.  On  peut  ajouter  que  deux  groupes  difTérenls  n'ont 
aucune  valeur  commune,  car  si  a,-  était  ime  de  ces  valeurs  com- 
munes, l'équation  (i),  après  qu'on  y  aurait  remplacé  x  par  a^ 
devrait  admettre  pour  racines  les  n  —  i  autres  valeurs  du  premier 
groupe  et  aussi  les  n  —  i  autres  valeurs  du  second  groupe.  Comme 
elle  n'est  que  du  degré  n  —  i,  il  faut  que  toutes  ces  racines  du 
second  groupe  soient  respectivement  égales  à  celles  du  premier,  et 
les  deux  groupes  sont  identiques. 

On  peut  former  une  équation  du  /i"^"""  ordre  admeltint  pour 
racines  les  n  va''<3urs  du  groupe.  Cette  équation  contiendra  de  plus 
un  paramètre  X,  puisque  le  groupe  des  racines  peut  changer  avec 
la  valeur  de  x.  Or,  quand  on  se  donne  la  valeur  de  x,  les  n  racines 
de  l'équation  sont  complètement  déterminées.  Donc  le  paramètre  A 
est  aussi  complètement  déterminé.  L'équation  considérée  doit  donc 
contenir  ce  paramètre  au  premier  degré  et  pourra  s'écrire  : 

(2)  g{x)  -\-\h{x)  =  o. 

C'est  ce  que  nous  appellerons  un  faisceau  d'équations.  Bien 
entendu,  l'un  des  polynômes  ^  ou  h  peut  être  d'un  degré  inférieur 
à  /î,  à  condition  qu'on  lui  attribue  autant  de  racines  infinies  qu'il 
manque  d'unités  à  son  degré.  11  faut  aussi  convenir  qu'on  peut 
attribuera  À  une  valeur  infinie  pour  laquelle  l'équation  du  faisceau 
se  réduit  à  h  =  o. 
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Il  est  bien  entendu  ;iussi  que  les  polynômes  g  et  k  ne  doivent 
iivoir  aucun  facteur  counuun  ;  il  en  résulte  uianistesteinent  que  les 
équations  du  faisceau  qui  correspondent  à  deux  valeurs  diflerentes 
de  X  n'ont  aucune  racine  couiuiune,  car  cette  racine  coniniune,  si 
elle  existait,  annulerait  .;'  et  h. 

Réci[)roquement,  tout  faisceau  d'équations  de  degi'é  n  définit 
une  invoiution  /i-uple,  chaque  groupe  de  valeurs  des  n  variables 
étant  constitué  par  les  n  racines  de  l'équation  du  faisceau  obtenue 
en  donnant  à  ii  une  valeur  particulière. 

En  effet,  la  relation  qui  lie  deux  racines  quelconques  a?,  et  x<> 
du  faisceau  s'obtiendra  en  éliminant  X  entre  les  deux  équations  : 

g{x^)-^\hiai)  =o, 

g{Xi)  ^\  h  {X2)  =  o, 

ce  qui  donne  la  résultante 

g{xi)  h{Xo)  —  ff{Xi)  h(xi}=^o, 

laquelle  sera  bien  du  degré  71  —  i  par  rapport  à  chacune  des  va- 
riables api^ès  qu'on  l'aura  débarrassée  du  facteur  évident  Xf  —  Xn- 
Si  le  faisceau  d'équations  est  du  second  degré,  on  retombe  sur 
l'involution  ordinaire  qui,  dans  notre  nomenclature,  doit  s'appeler 
l'involution  double. 

16.  Application  aux  coniques.  —  Si  Xi  et  x-y  sont  les  para- 
mètres variables  de  deux  points  A,  et  Ao  d'une  conique,  et  s'ils 
sont  liés  par  une  relation  symétrique  de  degré  ji  —  i  par  rapporta 
chacun  d'eux,  la  corde  A,  An  enveloppera  une  courbe  de  la 
(/i  —  i^i'^mc  classe.  Soit  en  effet  A  un  point  d'une  conique  dont  le 
paramètre  est  a.  Pour  avoir  une  droite  de  l'ensemble  passant  par  A, 
il  faut  donner  soit  à  .r,,  soit  à  x^  la  valeur  a  et  prendre  pour 
valeur  de  l'autre  variable  l'une  des  racines  de  l'équation  (i), 
chercher  le  point  A'  qui  correspond  à  cette  racine  et  le  joindre 
au  point  A.  Cela  fait  en  tout  2(/i  —  i)  cordes;  mais  à  cause  de  la 
symétrie  de  l'équatioli,  on  obtient  les  mêmes  racines  quand  on 
donne  la  valeur  a  soit  à  x,.,  soit  à  x-2',  toutes  les  cordes  obtenues 
coïncident  donc  deux  à  deux,  et  il  n'y  en  a  que  ?i  —  i  qui  passent 
par  le  point  A,  ce  qui  établit  la  proposition. 

De  même  si  (T,)  et  (To)  sont  les  tangentes  à  la  conique  aux 
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points  A,  et  Ao.  le  lieu  du  point  d'intersection  de  ces  tangentes 
est  une  courbe  d'ordre  7i  —  i . 

Considérons  alors  un  faisceau  d'équations  de  degré  ji.  A  chaque 
valeur  de  "k  correspondent  71  points  sur  la  conique  et,  par  consé- 
quent, un  polygone  inscrit  et  un  polygone  circonscrit,  chacun  de 
71  côtés.  Nous  dirons  qu'ils  forment  un  faisceau  de  polygones 
inscrits  et  un  faisceau  de  polygones  circonscrits.  Il  est  évident  que 
chacun  de  ces  faisceaux  est  complètement  déterminé  par  deux 
polygones  que  nous  appellerons  les  bases  du  faisceau. 

Appliquons  alors  les  remarques  précédentes  et  observons  que 
les  paramètres  de  deux  points  qui  dépendent  de  la  même  valeur 
de  )v  vérifient,  quelle  que  soit  A,  la  même  relation  involutive  :  nous 
trouvons  les  propositions  suivantes  : 

Tous  les  côtés  et  toutes  les  diagonales  de  chacun  des  polygones 
de  71  côtés  inscrits  à  une  conique  et  faisant  partie  d'un  même  fais- 
ceau restent  tangents  à  une  même  courbe  de  la  (/?  —  ly-"»  classe. 

Tous  les  sommets  et  tous  les  points  d'intersection  de  deux  des 
côtés  d'un  polygone  variable  de  /?  côtés  circonscrit  à  une  conique 
et  faisant  partie  d'un  même  faisceau  décrivent  une  même  courbe 
du  {71—  i)'^°""  ordre. 

Il  en  résulte  immédiatement  cjue  les  côtés  et  les  diagonales  des 
deux  polygones  inscrits  servant  de  base  au  faisceau,  lesquels  sont 
quelconques,  sont  tangents  à  une  même  courbe  de  la  (n —  j^emc 
classe.  De  même  les  sommets  et  les  points  d'intersection  des  côtés 
de  chacun  des  deux  polygones  de  71  côtés  circonscrits  à  une  même 
conique  sont  situés  sur  une  même   courbe  du  [71  —  ij"^'"*  ordre. 

Si  «  =  2,  le  faisceau  des  polygones  inscrits  se  réduit  à  un 
faisceau  de  cordes;  linvolution  est  double;  ces  cordes  passent 
toutes  par  un  même  point  :  c'est  le  théorème  de  Frégier  avec  le 
théorème  corrélatif. 

Si  71  =  3,  on  obtient  un  faisceau  de  triangles  inscrits  en  coupant 
la  conique  donnée  (G)  par  les  diverses  coniques  d'un  faisceau  dont 
l'un  des  sommets  serait  sur  cette  conique  (G  )  elle-même.  Récipro- 
quement, soient  ABG,  A'B'G'  deux  triangles  inscrits  quelconques 
servant  de  base  au  faisceau.  Marquons  sur  la  conique  (G)  un 
point  D,  et  dans  le  plan  un  point  E  non  situé  sur  cette  conique. 
On  peut  construire  deux  coniques  passant  l'une  par  les  cinq  points 
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A,  B,  C  D,  E,  l'autre  par  A',  B',  C,  IJ,  E.  (]cs  deux  coniques 
délialssenl  un  faisceau  doiil  les  diverses  conicjues  détermineroul  par 
leur  intersection  avec  la  conique  (C)  un  faisceau  de  liiani;les 
inscrits  qui  aura  bien  pour  bases  les  deux  triangles  priunlits.  On 
en  déduit  les  propositions  suivantes  : 

1°  Si  deux  triang-les  sont  incrits  à  une  même  conique,  leurs 
six  côtés  sont  circonscrits  à  une  autre  conique,  et  corrélati- 
vement : 

Sideux  triangles  sont  circonscrits  à  une  même  conique,  leurs 
six  sommets  sont  sur  une  autre  conique. 

Ces  deux  propositions  très  connues  sont  du  reste  faciles  à  dé- 
montrer par  l'application  des  théorèmes  de  Pascal  et  de  Brianchon. 

2°  Etant  donnée  une  conique  (C),  si  on  la  coupe  par  une 
conique  variable  faisant  partie  d'un  faisceau  dont  l'un  des 
sommets  est  sur  (C),  les  trois  autres  points  d'intersection  for- 
ment un  triangle  variable  qui  reste  circonscrit  à  une  autre 
conique. 

3"  Théorème  corrélatif  qu'il  est  inutile  d'énoncer. 

4"  Réciproquement,  si  l'on  considère  tous  les  triangles  ins- 
crits à  une  conique  et  circonscrits  à  une  autre,  et  si,  par  les 
trois  sommets  du  triangle  mobile,  un  point  fixe  de  la  conique 
circonscrite  et  un  point  non  situé  sur  cette  conique,  on  Jait 
passer  une  nouvelle  conique,  cette  dernière  conique  variable 
passera  constamment  par  deux  autres  points  fixes. 

5"  Si  de  plus  on  construit  une  conique  tangente  aux  trois 
côtés  du  triangle  mobile,  tangente  aussi  à  une  tangente  fixe 
à  la  conicjue  inscrite  et  à  une  autre  droite  fixe  non  tangente 
à  la  conique  inscrite,  cette  conique  variable  restera  tangente 
à  deux  autres  droites  fixes. 

Ces  deux  dernières  propositions,  corrélatives  l'une  de  l'auti'e, 
sont  aisées  à  démontrer  par  l'absurde  si  Ton  observe  que  le  triangle 
mobile  fait  bien  partie  d'un  faisceau,  puisque  les  paramètres  de 
deux  quelconques  de  ses  sommets  vérifient  l'équation  doublement 
quadratique  symétrique  qui  exprime  que  la  corde  coi'respondante 
est  tangente  à  la  conique  inscrite  (n°  o). 

Pour  n^=f^,  on  a  un  faisceau  de  quadrilatères  qui  peut  être 
défini    par   l'intersection    de    la    conique   fixe   avec    les    diverses 
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coniques  d'un  même  faisceau.  Les  quatre  côtés  et  les  deux  diago- 
nales du  quadrilatère  mobile  restent  tangents  à  une  courbe  de  la 
troisième  classe  ;  mais  il  peut  se  faire  que  l'équation  involutive 
qui  est  du  troisième  degré  se  décompose  en  une  du  second  et  une 
du  premier.  Alors  les  quatre  côtés  du  quadrilatère  restent  tangents 
à  une  même  conique,  les  deux  diagonales  passent  par  un  point 
fixe,  et  l'on  retombe  sur  un  quadrilatère  de  Poncelet,  avec  toutes 
ses  propriétés.  On  obtient  alors  les  théorèmes  suivants  : 

1°  Etant  donnés  deux  quadrilatères  inscrits  à  une  conique 
et  circonscrits  à  une  autre^  on  fait  passer^  par  les  quatre  som- 
mets de  chacun  d'eux  et  un  point  cjuelconcjue  du  plan.,  deux 
coniques  qui  déterminent  un  faisceau.  Chacune  des  conicjues 
du  faisceau  coupe  la  conique  circonscrite  en  quatre  points 
qui  sont  les  sommets  d'un  quadrilatère  de  Poncelet  inscrit  et 
circonscrit  aux  deux  coniques  primitives. 

2°  Corrélativement,  on  considère  les  deux  coniques  tangentes 
aux  quatre  côtés  d'un  des  deux  quadrilatères  donnés  et  à  une 
droite  fixe.  Elles  déterminent  un  faisceau  tangentiel.  Les 
tangentes  communes  à  la  conique  inscrite  aux  deux  quadri- 
latères et  à  chacune  des  coniques  de  ce  faisceau  tangentiel 
sont  les  quatre  côtés  d'un  polygone  de  Poncelet  inscrit  et  cir- 
conscrit aux  deux  coniques  primitives. 

On  peut  signaler  certains  cas  particuliers  :  Si  les  deux  quadri- 
latères primitifs  sont  inscrlptibles  chacun  dans  un  cercle,  on 
obtiendra  un  faisceau  de  cercles,  et  par  conséquent  tous  les  qua- 
drilatères du  faisceau  seront  inscrlptibles,  les  cercles  circonscrits 
aux  divers  quadrilatères  étant  ceux  du  faisceau. 

Si  les  deux  quadrilatères  primitifs  peuvent  être  circonscrits  à 
deux  coniques  homofocales,  le  faisceau  tangentiel  sera  celui  des 
coniques  homofocales  à  ces  deux-là,  chacun  des  quadrilatères  du 
laisceau  sera  circonscrit  à  l'une  de  ces  coniques  homofocales. 

On  peut  prendre  pour  la  droite  fixe  la  droite  de  l'infini,  et  l'on 
aura  un  faisceau  tangentiel  de  paraboles.  En  particulier,  si  les 
deux  quadrilatères  primitifs  peuvent  être  circonscrits  à  deux  para- 
boles confocales,  tous  les  autres  seront  circonscrits  aux  diverses 
paraboles  confocales  du  même  faisceau  tangentiel. 
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3"  Réciproquciuoal,  considérons  tous  les  quadrilatères  ins- 
crits à  une  conique  et  circonscrits  à  une  autre  ;  par  les  quatre 
sommets  de  chacun  d'eux  et  un  point  fixe  faisons  passer  une 
conique.  Cette  conique  variable  passe  par  trois  autres  points 
fixes.  Corrélativement,  la  conique  variable  tangente  aux 
quatre  côtés  du  quadrilatère  et  à  une  droite  fixe  reste  tangente 
à  trois  autres  droites  fixes. 

D'une  manière  générale,  la  suite  des  polygones  de  Poncelel 
de  n  côtés  inscrits  à  une  conique  et  circonscrits  aune  autre  forme 
un  faisceau,  puisque  les  /i  sommets  sont  connus  sans  aud3iguïté 
dès  qu'on  se  donne  l'un  d'entre  eux.  On  sait  qvie,  dans  ce  cas, 
toutes  les  diagonales  du  polygone  restent  tangentes  à  certaines 
coniques  ou  passent  par  certains  points  fixes  (n°  12).  On  se  trouve 
ainsi  en  présence  d'un  cas  de  décomposition  remarquable  :  l'équa- 
tion involutive  (2)  se  décompose  en  un  certain  nombre  d'équations 
qui  sont  chacune  du  second  ou  du  premier  degré  par  rapport  à 
chacune  des  variables. 

17.  Cubique  gauche.  —  On  peut  supposer  que  les  variables  Xi , 
a^o,  ...,  Xi,  sont  les  paramètres  des  divers  points  d'une  courbe 
unicursale  quelconque,  plane  ou  gauche,  et  l'on  sera  conduit  à 
considérer  un  faisceau  de  polygones  inscrits  à  cette  courbe  uni- 
cursale. Peut-être  pourrait-on  déduire  de  celte  considération  des 
théorèmes  plus  ou  moins  intéressants.  Je  me  bornerai  à  quelques 
cas  particuliers. 

Soit  un  faisceau  de  triangles  inscrits  à  une  cubique  gauche  (G). 
On  peut  réaliser  ce  faisceau  en  coupant  la  cubique  par  un  plan 
qui  tourne  autour  dune  droite  fixe.  Réciproquement,  quelle  que 
soit  l'involution  donnée,  le  plan  des  trois  points  passe  par  une 
droite  fixe.  En  effet,  le  faisceau  des  triangles  est  complètement 
déterminé  par  deux  d'entre  eux,  et  il  coïncide  avec  celui  que 
définit  un  plan  mobile  tournant  autour  de  l'intersection  des  plans 
de  ces  deux  triangles. 

Si  l'on  projette  la  figure  sur  un  plan  quelconque,  en  prenant 
pour  centre  de  projection  un  point  quelconque  de  la  cubique  (G), 
celle-ci  se  projette  suivant  une  conique,  et  le  triangle  ABC  sui- 
vant un  triangle  abc  inscrit  à  cette  cunique  ;  tous  ces  triangles  abc 
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forment  un  faisceau  et  sont  par  conséquent  circonscrits  à  une  autre 
conique.  Donc,  les  trois  C(Ués  du  triangle  ABC  sont  tangents  au 
cône  perspectif  qui  a  cette  conique  pour  base,  et  Ton  obtient  le 
théorème  suivant  : 

Si  Ion  coupe  une  cuhicjue  gauche  par  des  plans  passant  par 
une  droite  fixe,  tous  les  triangles  ainsi  obtenus  sont  cir- 
conscrits à  une  infinité  de  cônes  du  second  ordre,  ayant  pour 
sommets  respectifs  les  divers  points  de  la  cubique  gauche. 

On  peut  aussi  considérer  un  faisceau  de  quadrilatères  inscrits  à 
la  cubi(|iie  gauche.  Les  côtés  et  les  diagonales  du  quadrilatère 
mobile  reslei'ont  tangents  à  une  infinité  de  cônes  de  la  troisième 
classe  ayant  pour  sommets  respectifs  les  divers  points  de  la  cubique 
gauche. 

Pour  obtenir  un  faisceau  de  quadrilatères,  on  pourra  par  exemple 
marquer  deux  points  sur  la  cubique  et  faire  passer  par  ces  deux 
points  deux  quadriques  qui  définiront  un  faisceau  de  quadriqucs. 
Toutes  les  ([uadriques  de  ce  faisceau  couperont  la  cubique  gauche 
en  quatre  autres  points  qui  seront  les  sommets  du  quadrilatère 
mobile. 

Il  peut  arriver  que  le  cône  de  la  troisième  classe  se  décompose 
en  une  droite  et  un  cône  du  second  ordre.  Dans  ce  cas,  les  diago- 
nales du  quadrilatère  mobile  rencontreront  la  di'oite  fixe  et  les 
quatre  côtés  resteront  tangents  au  cône  du  second  ordre. 

On  obtient  un  cas  de  décomposition  en  coupant  la  cubique  gauche 
par  deux  droites  mobiles  qui  soient  les  génératrices  d'une  même 
quadrique.  Ces  droites  rencontreront  en  efiet  toutes  les  généra- 
trices de  la  (|ua(hMque  de  l'autre  système.  En  précisant  celte  idée, 
on  obtient  un  théorème  facile  à  démontrer  d'après  ce  qui  précède: 

Etant  données  deux  quadriques  (Q;)  et  (Qo)  qui  ont  une 
génératrice  commune,,  on  établit  une  involution  entre  les 
génératrices  de  {(^i)  faisant  partie  du  même  système  que  la 
génératrice  commune.  Les  deux  génératrices  (F un  même 
couple  coupent  la  ([uadrique  (Qo)  gi^  quatre  points  formant 
les  sommets  d^un  quadrilatère  gauche  dont  elles  peuvent  être 
considérées  comme  les  diagonales .  Les  quatre  côtés  de  ce  qua- 
drilatère variable  restent  tangents  à  une  infinité  de  cônes  du 
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second  ordre  ayant  pour  sommets  respectifs  les  di\ers  points 
de  la  cubique  gauche  commune  aux  deux  quadriques  (Qi) 

18.  Oiiadriquf's  tangentes.  —  Consicicpons  inaiiileuant  deux 
(jiuidriques  taiii;entes  eu  un  |)oint  A.  Elles  se  coupent  suivant  une 
courbe  unicursale  fU)  du  quatrième  ordre,  présentant  en  A  un 
point  double.  On  peut  inscrire  à  cette  courbe  un  faisceau  de 
triangles.  Par  exemple,  on  peut  la  couper  par  un  plan  mobile 
tournant  autDur  d'une  droite  fixe  qui  passe  par  un  point  de  la 
courbe.  Ce  plan  déterminera  trois  autres  points  d'intersectir)n  qui 
seront  les  sommets  du  triangle  mobile. 

Plus  généralement,  on  peut  marquer  cinq  points  fixes  sur  la 
courbe  (U)  et  faire  passer  deux  quadriques  par  ces  cinq  points. 
Ces  deux  quadriques  déterminent  un  faisceau  de  quadriques  dont 
chacune  coupe  la  courbe  (U)  en  trois  nouveaux  points  qui  sont  les 
sommets  du  triangle  mobile. 

Si  1  on  pr»  jette  la  courbe  (U)  sur  un  plan  quelconque  en  prenant 
le  point  double  A  pour  centre  de  projection,  on  ol)tiendra  une 
conique.  Alors,  en  raisonnant  comme  dans  le  numéro  précédent, 
on  verra  que  le  triangle  mobile  reste  circonscrit  à  un  ccuie  du 
second  ordre  ayant  le  point  A  pour  sommet. 

Les  côtés  et  les  diagonales  des  divers  quadrilatères  faisant  partie 
d'un  même  faisceau  de  quadrilatères  inscrits  dans  (Uj  resteront 
tangents  à  un  cône  de  la  troisième  classe  ayant  A  pour  sommet. 
On  peut  obtenir  un  faisceau  de  quadrilatères  plans  en  coupant  la 
courbe  (U^  par  un  plan  mobile  tournant  autour  d'une  droite  fixe 
quelconque,  pourvu  (|ue  cette  droite  ne  rencontre  pas  la  courbe. 
\  On  peut  aussi  marquer  <[uatre  points  fixes  sur  (U)  et  couper  cette 
courbe  par  toutes  les  sjuadriques  d'un  faisceau  dont  la  courbe 
commune  passerait  par  ces  quatre  points. 

Enfin,  il  peut  arriver  que  le  cône  du  troisième  ordre  se  décom- 
pose en  une  droite  et  un  cône  du  second  ordre.  Alors  les  côtés  du 
quadrilatère  mobile  resteront  tangents  au  C()ne  du  second  ordre, 
les  diagonales  rencontreront  la  droite  fixe,  et,  puisque  sur  la  pro- 
jection les  côtés  opposés  se  couperont  sur  une  droite  fixe,  c'est 
<pie  dans  l'espace  deny^  C(Ués  opposés  quelconques  couperont  un 
cerlain  plan  fixe  passant  par  A   en  deux  points  alignés  sur  A.  Ce 
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plan  fixe  sera  du  reste  le  plan  polaire  de  la  droite  fixe  par  rapport 
au  cône  de  sommet  A  passant  par  (U).  En  utilisant  comme  précé- 
demment les  génératrices  d'une  même  quadrique  pour  obtenir  un 
cas  de  décomposition,  on  obtient  le  théorème  suivant  : 

Etablissons  une  involation  entre  les  génératrices  d'une 
semi-quadrique  (Q),  ei  prenons  les  intersections  de  deux  géné- 
ratrices conjuguées  avec  une  quadrique  (Q,)  tangente  à  (Q) 
en  un  point  A.  Nous  obtenons  ainsi  un  quadrilatère  gauche 
dont  les  génératrices  considérées  sont  les  diagonales.  Quand  on 
fait  varier  ces  génératrices^  les  cjuatre  côtés  du  quadrilatère 
variable  restent  tangents  à  un  même  cône  du  second  ordre 
ayant  A  pour  sommet. 

Par  le  point  A  passent  dans  le  plan  tangent  commun  aux  deux 
quadriques  une  génératrice  AX  de  la  semi-quadrique  (Q)  et  une 
génératrice  A  Y  de  l'autre  semi-quadrique  portée  par  la  même 
quadrique.  Les  diagonales  du  quadrilatère  variable  rencontrent  A  Y  . 
Soit  (P)  le  plan  polaire  de  A\  par  rapport  au  cône  de  sommet  A 
passant  par  Tintei^section  des  deux  quadriques.  Deux  côtés  opposés 
quelconques  du  quadrilatère  variable  coupent  ce  plan  (P)  en  deux 
points  alignés  sur  A. 

Le  théorème  corrélatif  peut  s'énoncer  de  la  manière  suivante  : 

Etant  toujours  données  les  deux  quadrique;;  tangentes  et 
l'involution  des  génératices  de  (Q),  on  mène  par  les  deux  géné- 
ratrices d^un  même  couple  des  plans  tangents  à(Q,).  On 
obtient  ainsi  quatre  plans  formant  les  faces  d'un  tétraèdre 
dont  les  génératrices  considérées  sont  deux  arêtes  opposées.  Le 
lieu  des  points  d'intersection  des  quatre  autres  arêtes  de  ce 
tétraèdre  variable  cu-ec  le  plan  tangent  commun  aux  deux 
quadriques  est  une  conique. 
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SUR   L'    »   ANALYSIS    SITUS   ». 
r^AR  M.  Paul  Hkegaaup. 


«Les  recherches  de  Poiiicaré  siiv  VA /Kt/ysis  si  (us  sont  encore 
peu  connues  bien  qu'elles  constituent  l'une  des  parties  les  plus 
profondes  de  son  Œuvre  mathématique.  C'est  pour  aider  à  les 
faire  connaître  davantage  et  comprendre  mieux  que  le  Conseil  de 
la  Société  matiiématique  a  décidé  la  traduction  et  la  publication 
du  Mémoire  de  M.  Heegaard. 

»  Ce  Mémoire  est  intéressant  à  plus  d'un  titre.  Qu'on  s'occupe 
d'histoire  et  de  critique  des  mathématiques  ou  qu'on  s'intéresse 
aux  faits  mathématiques  eux-mêmes  on  trouvera  profit  à  le  lire; 
on  y  goûtera  spécialement  cette  sorte  de  géométrie  cotée  qui 
permet  k  M.  Heegaard  de  décrire  de  façon  si  imagée  les  variétés 
de  l'espace  à  cjuatre  dimensions.  Mais  ce  qui  a  décidé  le  Conseil 
de  la  Société  mathématique  à  publier  le  travail  de  M.  Heegaard, 
c'est  qu'il  a  servi  à  la  pensée  de  Poincaré. 

»  Au  cours  de  l'étude  faite  par  M.  Heegaard  des  difïerents  tra- 
vaux sur  V Analysis  situs^  le  premier  Mémoire  de  Poincaré  esl 
très  soigneusement  analysé.  M.  Heegaard  y  découvre  diverses 
incorrections  ou  lacunes.  Sa  principale  critique  porte  sur  ce 
théorème  fameux  que  les  nombres  de  Betli  équidistants  des 
extrêmes  sont  égaux.  M.  Heegaard  trouve  la  démonstration  de 
Poincaré  insuffisante;  il  estime  d'ailleurs  que  le  théorème  est 
faux.  Poincaré  reconnaît  que  sa  démonstration  est  incomplète, 
mais  il  croit  à  l'exactitude  du  théorème. 

)>  Une  telle  divergence  d'opinion  ne  peut  provenir  que  d'un 
malentendu;  en  effet,  la  définition  des  nombres  de  Betti  n'est  pas 
la  même  pour  Poincaré  et  pour  M.  Heegaard.  C'est  pour  mettre 
clairement  cela  en  évidence  et  pour  établir  le  théorème  en  litige, 
au  moins  pour  les  variétés  à  trois  dimensions,  que  Poincaré  a 
écrit  le  premier  supplément  à  V Analysis  situs. 

r>  Quand,  après  avoir  lu  les  explications  de  Poincaré,  on  se 
reporte   à    son  premier    Mémoire,    tout    apparaît    clairement.    Le 
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malentendu  provient  de  la  définition  des  lioniologies,  antérieure 
à  celles  des  nombres  de  Betti.  Quand  Poincaré  écrit  :  </.  Les 
homologies  peuvent  se  combiner  comme  les  équations  ordinaires  », 
en  réalité,  il  précise  ou  pluLôl  il  étend  le  sens  de  la  définition  des 
bomologies  qu'il  vient  de  formuler  quelques  lignes  auparavant. 
Si  Ton  n'entendait  pas  la  définition  des  bomologies  comme  le 
fait  Poincaré,  bien  des  points  de  son  Mémoire  deviendraient 
incompréhensibles. 

»La  pensée  de  Poincaré  n'a  donc  pas  varié,  et  cependant  il 
semble  bien,  quand  on  étudie  la  démonstration  insuffisante  qu'il 
a  donnée,  que  c'est  la  critique  de  M.  Heegaard  qui  l'a  conduit  à 
préciser  nettement  celte  pensée,  pour  lui-même. 

»  Cela  suffit  à  justifier  la  publication  que  nous  faisons  ici;  mais, 
en  un  moment  où  les  nations  sont  pai^liculièrement  jalouses  de 
la  i^enomniée  de  leurs  savants,  est-il  opportun  de  répandre  le 
Mémoire  de  M.  Heegaard  ?  Poincaré  n'a  jamais  soigné  sa  popu- 
larité mathématique;  il  a  loujoui^s  cru  devoir  s'attaquer  à  des 
questions  nouvelles,  plutôt  que  de  s'attarder  à  donner  à  ses  Ira- 
vaux  une  forme  jiarfaite  et  définitive;  il  n'essaie  pas  de  cacher 
ses  insuccès.  Il  a,  par  exemple,  laissé  à  ses  élèves  le  soin  de 
pid)lier  ses  admirables  cours  de  Physique  mathématique  :  «  Il 
revoyait,  sans  doute,  les  épreuves  de  ces  publications  »,  écrit 
Dai^boux.  Par  exemple  encore,  le  dernier  Mémoire  qu'il  a  publié 
était  relatif  à  une  question  qu'il  n'avait  pu  résoudre. 

»  La  Société  mathématique  a  estimé  qu'elle  restait  fidèle  à  la 
ligne  de  conduite  de  Poincaré  quand  elle  a  publié  le  travail  de 
M.  Birckhoff'sur  le  dernier  théorème  de  Poincaré  et  c'est  dans  le 
même  esprit  qu'elle  fait  paraître  aujourd'hui  une  traduction  du 
Mémoire  de  M.  Heegaaixl. 

«Etudier  dans  tous  leurs  détails  et  prolonger  les  travaux  de 
Poincaré,  c'est  la  meilleure  glorification  de  son  OEuvre  et  la  seule 
qu'il  eût  désirée.  Peu  importe  qu'en  étudiant  les  Mémoires  de 
Poincaré  sur  V A  Jiaty sis  situs  nous  découvrions  des  erreurs  et  des 
lacunes,  nous  savons  bien  que  nous  rencontrerons  aussi  des 
marques  nombreuses  de  son  génie. 

))  Le  lecteur  est  déjà  prévenu  qu'il  ne  doit  pas  accepter  toutes 
les  critiques  de  M.  Heegaard;  il  est  nécessaire  d'ajouter  que  la 
forme  un  peu   li-anchante  de  ces   critiques  peut  les  faire  inter- 
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prêter  dans  un  sens  plus  absolu  que,  sans  cloute,  U(;  le  voudiail 
l'auleur.  11  ne  lanclrait  pas  croire,  par  exemple,  que  la  valeur  des 
travaux  sur  les  fonctions  alj;ébriques  de  plusieurs  variables  soit 
diminuée  à  cause  des  reproches  que  leur  adresse  M.  Heegaard. 
En  ellet,  il  importe  de  tenir  compte  des  Mémoires  ultérieurs  de 
Poincaré,  et  d'ailleurs,  les  auteurs  auxquels  sont  dus  les  progrès 
les  plus  essentiels  dans  l'étude  de  ces  fonctions  ont  donné  à  leurs 
travaux  une  base  exclusivement  analvtique. 

))  C'est  ainsi  que  si,  dans  son  Tr.iité,  M.  Picard  a  exposé  aussi 
le  mode  d'attaque  des  fonctions  de  deux  variables  que  fournit 
VAnalysis  sitns,  celle-ci  cependant  ne  joue  en  réalité  aucun  rôle 
dans  ses  travaux.  On  y  rencontre  bien  le  langage  topologique, 
mais  pour  sa  signification  précise  il  suffit  de  se  reporter  au 
subslratum  analytique  des  démonstrations,  où.  comme  on  se  le 
rappelle,  une  équation  différentielle  linéaire  E  joue  un  rn\e  fon- 
damental. Pour  prendre  un  exemple,  les  questions  de  la  pério- 
dicité des  intégrales  de  différentielles  totales  et  des  intégrales 
doubles  sont  rattachées  par  M.  Picard  à  l'équation  E  et  nulle- 
ment à  des  problèmes  iVAnalysis  .situs. 

»  La  traduction  du  Mémoire  de  M.  Heegaard  a  été  faite  par 
M.  Lycke.  Avant  d'être  soumise  à  l'auteur  qui.  après  l'avoir 
autorisée,  a  bien  voulu  prendre  la  peine  de  la  corriger,  elle  a  été 
revisée  par  un  savant  des  plus  compétents  sur  la  matière, 
M.  James  Alexander,  dont  on  a  pu  lire,  d'autre  part,  une  expo- 
sition concise  des  principes  de  la  théorie  et  cpii  a  rendu,  en  se 
chargeant  de  ce  travail,  un  service  à  la  science  et  un  hommage  à  la 
mémoire  de  Poincaré.  » 

(]V.    1».    L.   R.) 
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On  connaît  bien  h^  développenient  que  reçut  la  tliéorie  des 
fonctions  d'une  variable  indépendante,  lorsqu'on  j)ril  eu  considé- 
r.ition  les  valeurs  imaginaires  de  la  variable  et  qu'on  rattacba  la 
théorie  à  une  exposition   géonu-lrique  des  quantités    unaginaires. 

Pour  bâtir  une  tlu-orie  des  fonctions  de  deux  variables  indé- 
pendantes, il  serait  donc  naturel  d'essayer  une  exj»ositu)n  sem- 
blable. Si  une  période  aussi  longue  a  passé  avant  qiu'  l'on  ail 
commencé  à  s'occuper  de  cette  extension  naturelle,  c'est  sans 
doute,  enti'e  autres  raisons,  parce  que  les  recherches  pour  deux 
variables  indépendantes  sont  bien  plus  difficiles  que  pour  une.  La 
variété  des  possibilités  produit  des  situations  sans  analogie  dans 
la  théorie  d'une  variable  inch'-pendanle.  Aussi  M.  Picard  fait-il 
observer  :  «  On  voit,  par  ce  qui  précède,  les  différences  profondes 
qui  séparent  la  théorie  des  fonctions  algébriques  d'une  variable, 
de  la  tbéorie  des  foncticuis  algél)riques  de  d(nix  variables  indé- 
pendantes. L'analogie,  qui  souvent  est  un  guide  excellent,  peut 
devenir  ici  bien  trompeuse.  »  Une  difficulté  poni'  l'exposition 
intuitive  se  trouve  aussi,  naturellement,  dans  le  fait  que  les  cons- 
tructions géométriques  qui  jouent  le  rôle  de  surface  de  Riemann 
doivent  être  à  quatre  dimensions. 

(Hioique.  dans  nos  recherches,  l'analogie  puisse  nous  fair(! 
égarer  dans  les  détails,  un  aperçu  général  des  moyens  cjii'on  a 
employés  dans  la  théorie  d'une  variable  indépendante  donnera 
cependant  un  bon  plan  de  Iravail.  Reprenons  donc  un  lel  aperçu. 

La  théorie  des  fonctions  d'une  variable  ind(:peudante  est  (Hroi- 
tement  liée  à  celle  des  courbes  algébriques.  La  géométrie  sur  une 
telle  courbe  aura  donc  une  importance  fondamentale. 

J^es  recherches  siuit  exécutées  de  points  de  vue  très  dillV-reals. 
Les  plus  importanlt's  s'a|)piiieiit  : 
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I.    Sur  les  tlu'orit's  de  rAli;èl»rc  (•N'-iiiciilairr  : 

a.  [iccIk  relies  sur  les  polviioincs  adjoiuls,  tlicoric  cirrp.  unv 
Hrill  ri  >j(.tlicr  dans  leur  >[('-m()irc  f c/hu-  die  al<^ebtaischen 
l-'iinrtioncii  {Math.     inn..  Hd  \  II.   i<S-:5). 

^.  l>es  reclierciies  des  Italiens  sur  les  i;i<»nj)(;s  iiuéaii-es  de 
poinls.  Ils  ont  essayé  de  débariassec  la  rln-orle  précédente  de  sa 
tonn<'  |>r(»jecrive,  de  sorte  qu'ils  la  d('\  (doppent  indépendam- 
ment des  notions  de  dei^r*',  classe,  etc.  ;  cf.  un  compte  rendu  de 
MM.  Castelnnovo  et  Enriques  |  Sur  (jacUfaes  récents  lésultats 
dans  la  théorie  des  surfaces  algèhriiiues  {JSIalh.  inn., 
BdXLVlII,  kSç)-,  p.  :ii:i)].  ' 

y.  l^cs  re(lierclies  de  <;éom(''lrie  énumérati\e,  surtout  nne  série 
de  Mémoires  de  /euilien  (  par  exemple,  J/a/ A.  yl/?A? . ,  Bd  III  et  IX). 

II.  Sur  l'é-tude  de>  fonctions  transcendantes  attachées  à  la  courbe 
algébrique. 

Ces  reelierclies,  (pii  ont,  je  crois,  pour  origine  l'ouvrage  initia- 
teur de  Itiemann  (i8;V-),  sont  si  généralement  connues  qu'il  n'y  a 
pas  lieu  de  les  mentionner  de  taeon  plus  détaillée. 

III.  Sur  l'étude  topologique  i.\e>  surlaces  de  Riemann  représen- 
tant la  courbe  algébrique. 

a.  Ou  bien  on  détermine  la  connexion  de  la  surface  au  moyen 
d'un  théorème  qui  peut  être  considéré  comme  une  généralisation 
du  théorème  d'Euler  sur  les  polyèdres  (Riemann,  Weumann). 

|j.  Ou  bien  un  perce  la  surface;  et  ensuite  on  la  rixluit  par  une 
dédormation  continue  à  une  forme  normale.  A  notre  connaissance, 
cette  méthode  n'a  été  suivie  que  par  M.  .lui.  Petcrsen  ( Forelœs- 
ninger  OK-er  Funktionsteori ,¥^,\\).  \\  ).  Lislingsesert,  sans  doute, 
d'un  procédé  semblable  pour  former  le  «  tliagramme  »  d'une 
ligure  dans  l'espace,  dans  le  but  d'arriver  ainsi  à  Tine  extension 
du  th(''orème  d'Euler  (  Census  rdumlicher  Complexe,  iSfia)  et, 
d'une  manière  générale,  Betti(i(S-ij  enq)loie  des  considérations, 
analogues  pour  rechercher  les  nombres  de  connexion  des  espaces  à 
//  dimensions;  mais  les  deux  Ab-moires  send)lenl  axoir  passé  long- 
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temps  inaperçus.  Cette  méthode  donne  un  exposé   1res   clair  des 
circonstances  traitées. 

Pour  la  théorie  des  fonctions  de  deux  variables,  les  transforma- 
tions des  surfaces  algébriques  jouent  un  rôle  analogue.  11  existe 
déjà  un  certain  nombre  d'ouvrages  —  principalement  de  date  très 
récente  —  dans  lesquels  la  chose  est  traitée  en  parlant  de  |)oints 
de  vue  semblables  à  ceux  que  nous  venons  dénuuiérer. 

I.  Recherches  d'Algèbre  élémentaire.  —  a.  Polynômes  ad- 
joints. —  Cette  théorie  date  de  Clebsch  (Comptes  rendus ,àéc. 
i868j  et  JNother  \^Zum  eindeatigen  Entsprechen .....  1  et  11 
{Math.  .^i/î/*..Bd  II,  i8(n,,  et  Bd  VIII,  i-S;!!]. 

^.  Syslèmes  linéaires  de  courbes.  —  Les  Italiens  ont  créé  une 
théorie  pour  les  systèmes  linéaires  de  courbes  tracées  sur  une  sur- 
face, analogue  à  celle  des  groupes  de  points  sur  une  courbe,  que 
nous  avons  mentionnée  tout  à  l'heure.  A  l'aide  de  celle-ci,  ils 
déterminent  des  «  invariants  »  pour  les  surfaces  (cf.  le  compte 
rendu,  ci-dessus  mentionné,  de  MM.  Castelnuovo  etEnriques). 

y.  Les  transformations  des  surfaces  ont  aussi  été  exauiinées  au 
point  de  vue  de  la  géouiétrie  énumérative  par  Zeuthen  [Etudes 
géométriques,  etc.  (Math.  Ann.,  Bd  I\  )J. 

IL  Recherches  par  des  fovcïkjns  ïra.nscexdaintes.  — -  Déjà  dans 
son  Mémoire  {Math.  _!/?/«..  Bd  il).  NiUher  considère  des  inté- 
grales de  la  forme. 

'Q(;.r.  jK.  z.)d.Tcly 


If- 


f-i 
Picard  inti'.iduit  des  intégrales  de  la  forme 


/ 


P  <r/.r  -h  Q  dy, 


OÙ  P  et  Q  satisfont  à  la  condition  dintégrabilité  (.Tournai  de 
LiouK'ille .  i885  et  i886i.Eniin,M.  Picard  donne  un  exposé  complel 
de  toute  cette  théorie  dans  son  Mémoire  couronné  :  Mémoire  sur 
la  théorie  des  fojic tiens  algébriques  de  deux  variables  (Journal 
de  Lioui'ille ,  4'  série,  vol.  \  ,  1889)  et  dans  un  Livre  récemmeni 
paru  sur  le  même  sujet  (Picard  et  Simart,  Théorie  des  fonctions 
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>/li;<'(/ii(/ues  de  deux  variables  indépendantes,  ''^Dy)-  "  ''"'t 
aussi  inciil  iouiicr  le  Alriiioire  de  Poiacan-  [.V//r  les  résidus,  etc. 
(.■Lcta  inalhentalica^  vol.  IX,  i(S<S-)]. 

III.  REr.HKiic.uKS  TOvoL()<;iQiir,s.  —  Ici,  on  trou\o  pou  de  chose. 
Un  cerlaiii  iioinl)re  de  points  sont  abordés  dans  les  Ouvrages  de 
M.  l*i(-ard,  sans  que  rien  soit  entiùrenient  développé,  puisque 
l'auleur  prélèrc  partout  rexpositiou  analytique.  La  dilficultc  con- 
siste en  ce  que  la  théorie  de  Riemaiin  el  Betli  pour  les  nombres 
de  connexion  est  très  défectueuse  et  difficile  à  utiliser  s'il  s'agit 
de  variétés  à  plus  de  deux  dimensions.  Poincaré  a  essayé  de  la 
comj)léter  [i/m/)  .ç/'^  situs  [Journal  de  i  Ecole  Polytechnique , 
2"  série,  Cahier  I,  i  (Si)5j]  sans  que  nous  pensions  qu'il  y  ail  réussi. 
Plus  tard,  M.  Picard  a  donné  sa  contribution;  auparaM\nt, 
M.  W.  Dyck  s'était  occupé  de  la  question  [Beitrdge  zur  Ana~ 
lysis  situs  (Math.  Ann.^  Bd  XXXII  et  XXXVII)];  mais  nulle 
part  on  en  trouve  une  théorie  entièrement  satisfaisante.  Les 
recherches  dans  cette  direction  doivent  donc  être  précédées  d'une 
théorie  de  la  correspondance  topologique  des  variétés  dont  le 
nombre  de  dimensions  est  supérieur  à  2.  Ce  qu'on  a  fait  de  ce 
côté  doit  être  coordonné  à  ce  qui  est  mentionné  au  paragra- 
phe III,  a.  11  n'existe  pas  de  recherches  analoguesà  celles  mention- 
nées au  paragraphe  III,  [j. 

Les  pages  suivantes  ne  contiennent  pas  d'ensemble  achevé,  mais 
seulement  des  études  :  cela  tient  à  la  difficulté  du  sujet.  Pour  que 
ces  recherches  puissent  [)araitre  sous  leur  véritable  jour,  il 
conviendra  peut-être  d'exposer  d'abord  la  série  d'idées  qui  m'a 
conduit  dans  mes  recherches. 

J'avais  remarqué,  par  hasard,  que  l'on  pouvait  parvenir  au  théo- 
rème de  Zeuthen-Halphen  dans  la  théorie  du  genre  des  coiu'bes 
algébriques  [Math.  Ann.,  vol.  III;  Bull,  de  la  Soc.  math,  de 
Fiance.,  vol.  V)  par  lui  raisonnement  purement  topologique;  car 
<ui  peut,  sur  deux  surfaces  de  Riemann  entre  les  points  desquelles 
il  existe  une  ([Jt-,  v)  correspondance,  construire  de  nouvelles  sur- 
faces de  Riemann  se  correspondant  uniformément  (point  par  point). 
L'équation  qui.  exprime  l'égalité  entre  les  nombi-es  de  connexion 
des  deux  surfaces  construites  donne  alors  précisément  la  théorie 
mentionnée.  Une  lumière  nouvelle  est  ainsi  projetée  sur  cette  cir- 
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constance,  si  iniporlante  [)oai-  la  j^c'-ométrie  énumérative  que  le  théo- 
rème (le  Zeuthen-Halplien  peut  être  appliqué,  sans  faire  de  recher- 
ches infinitésimales  aux  points  de  coïncidence,  tandis  que  ces 
recherches  sont  nécessaires  pour  les  autres  formules  de  corres- 
pondance (cf.  Acta  niatheniatica,  vol.  I,  p.  171)-  Je  n'entrerai 
pas  ici  dans  les  détails  de  cette  théorie,  d'autant  moins  que  je  l'ai 
Irouvf'e,  plus  tard,  dans  un  Mémoire  de  M.  Hurwitz  (Math.  Ann., 
vol.  XXXIX). 

Ensuite,  j'avais  pensé  qu'on  devrait  pouvoir  constituer  une 
théorie  analogue  pour  les  surfaces  algébriques,  mais  un  grand 
travail  était  d'abord  à  faire  :  il  fallait  concevoir  pour  les  surfaces 
algébriques  des  figures  analogues  aux  surfaces  de  Riemann  pour 
les  courbes;  puis,  il  fallait  déterminer  des  criteria  topologiques 
pour  la  correspondance  uniforme  entre  deux  d'entre  elles.  Et, 
comme  il  a  déjà  été  dit,  les  instruments  de  recherche  qui  existaient 
à  cette  époque  étaient  ou  insuffisants  ou  défectueux.  C'est  en 
essayant  de  corriger  les  fautes  et  de  combler  les  lacunes  que  le 
contenu  des  pages  suivantes  a  ])ris  naissance. 


PRExMIERE  PARTIE. 

SUR    UNE    REPRÉSENTATION    INTUITIVE    DES    POINTS    IMAGINAIRES 
DUNE    SURFACE    ALGÉBRIQUE    (  '  ). 


I.    —    Représentation   intuitive   d'une   variété 

A    QUATRE   dimensions. 

Pour  bien  voir  la  connexion  des  points  d'une  courbe  algébrique 
)^' ^y'(a::j,  on  choisit  d'abord  une  collection  doublement  infinie 
de  points  (plan  ou  sphèrej  en  correspondance  avec  les  valeurs 
complexes  de  la  varia]:)le  indépendante.  Sur  celle-ci,  on  construit 
alors  une  surface  de  Piiemann,  sur  laquelle  les  valeurs  de  la 
variable  indépendante  sont   représentées    uniiormément.    Ce  qui 

(')  Peu  après  l'impression  de  Tédilion  danoise  (en  i8(jS),  fauteur  s'est  rendu 
compte  que  les  trois  premiers  paragraphes  de  cette  Partie  s'accordent  complè- 
tement avec  un  Mémoire  de  Lie. 
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<"arach"risc  priacipulcmeiil  l^i  ((timcxioii  Je  la  coiirlx'  alj^éhriqiK; 
«'Si  alors  le  nombre  de  tewillets  el  de  |ii)iuts  tir  raiiiilicat  ion  de 
la  suriace  de  llleinaim  correspoiidaiilc.  mi  |diili~il  le  i;(iirr  d(''iivé, 
de  ces  uoinlu'es. 

Pour  examiner  d  iin«*  taeon  analo>;ii(î  la  eonneviond  une  siirtace 
algébriques  =y(j7,j'),  il  luul  d'abord  former  une  collection  quatre 
fois  iniinie  créléments,  auxquels  on  peut  faire  correspondre  tous 
les  couples  de  valeurs  (  .r,  y)  qui  s'obtiennent  en  donnant  k  x  el 
à  j' indépendamuient  toutes  les  \aleurs  complexes  [)ossibles.  En 
couvrant  ])lusieurs  fois  cette  collection  et  en  introduisant  d'une 
façon  convenable  des  surfaces  de  ramijicatioii  rikinies  par  des 
ensembles  à  trois  dimensions  le  long  desquels  les  différentes 
couches  se  joii;nent  les  unes  aux  autres,  on  peut  créer  une  variété 
à  quati'e  dimensions  à  l'aide  de  laquelle  la  connexion  d'une  surface 
ali;ébrique  peut  être  étudiée.  Ce  qui  est  d'importance  ici  pour  la 
connexion  de  la  surface  algébrique  est  surtout  le  nombre  des 
coucbes  et  les  qualités  des  surfaces  de  rauiilication.  On  doit 
partir  de  là  pour  cherclier  à  former  des  conceptions  analogues  à 
celle  du  genre  de  courbes  algébriques. 

Il  s'agit  maintenant  de  savoir  comment  on  cboisira  la  variété  à 
quatre  dimensions.  On  pourrait  se  servir  de  la  collection  quadru- 
[)lement  infinie  de  droites  dans  l'espace.  Ou  bien,  on  choisirait, 
par  exemple,  deux  plans  sur  lesquels  on  représenterait  comme 
d'habitude  les  valeurs  de  x  et  de  >'  respectivement;  la  ligne  réu- 
nissant les  points  (x)  et  f  y)  pourrait  alors  correspondre  au  couple 
de  valeurs  (ic,  y  )  en  question.  Ou  bien  on  utiliserait  la  représen- 
tation par  von  Standt  des  points  d'un  plan  imaginaire.  Ceci  serait 
une  manière  très  élégante  de  traiter  la  question;  mais  je  ne  crois 
pas  qu'elle  soit  possible,  du  moins  au  point  où  en  est  actuellement 
la  Science. 

Cependant,  puisque,  dans  nos  recherches,  tout  dépend  de  la 
clarté  intuitive  des  éléments  avec  lesquels  nous  travaillons,  les 
|)rocédés  ci-dessus  mentionnés  ont  trop  d'inconvénients.  Car  il 
n'importe  pas  seulenu.'ut  que  l'élément  représentant  le  point  ix^  y  ) 
soit  simple,  mais  au>si  que  l'ensemble  des  élthuents  entourant  un 
élément  donné  se  présente  aussi  clairement  que  possible  à  l'intui- 
tion. Or,  il  me  semble  presque  impossible  que  l'intuition  se  fasse 
une  idée  exacte  et  complète  de  l'ensemble  des  droites  de  l'espace 


—  170  — 

formant  reiiloiira2,e  d'une  droite  donnée,  tandis  qu'il  est  facile  d<' 
s'imaginer  clairement  le  voisina2,e  d'un  point  d'une  surface  ou 
d'un  point  de  Tespace.  Or,  nous  ne  connaissons  pas  de  variété  à 
quatre  dimensions  pour  laquelle  un  point  soit  un  simple  élément. 
Dans  nos  recherches,  nous  userons  de  la  représentation  suivante  : 

Dans  un  plan  horizontal,  choisissons  deux  axes  perpendicu- 
laires, X,  et  Xj,  le  côté  positif  de  X,  s'éloignant  à  notre  droite 
et  le  côté  positif  de  X2  s'éloignant  devant  nous.  Sur  ce  plan,  nous 
représenterons,  comme  d'ordinaire ,  les  valeurs  complexes  de 
X  =  a",  -h  ix-x-  Maintenant,  pour  représenter  le  j",  et  le  Va  entrant 
dans  y=  }'i  -^  iyi-.  nous  considérerons  comme  éléments  non  pas 
les  points  de  l'espace  tout  simplement,  mais  ceux-ci  investis  d'une 
valeur  réelle  numérique. 

Au  point  ix),  nous  élevons  un  segment  de  ligne  de  longueur),, 
perpendiculaire  au  plan  (XjXa)  (direction  positive  vers  le  haut) 
et  nous  imaginons  le  point  final  désigné  par  le  cliifîVe  Ts- 

Le  procédé  est  semblable  à  celui  qui  est  employé  par  l'arpenteur 
lorsque,  sur  une  carte,  il  doit  représenter  et  étudier  les  points  de 
l'espace  :  ceux-ci  sont  remplacés  par  leurs  projections  sur  le  plan 
du  dessin  et  les  projections  sont  munies  d'un  chiiï're  de  cote  indi- 
quant la  hauteur  au-dessus  ou  la  profondeur  au-dessous  du  plan; 
pour  le  chiffre  de  cote  o,  nous  aurons  le  plan  même  du  dessin. 

Tout  l'ensemble  d'éléments  ou,  comme  nous  dirons,  de  points, 
que  nous  considérons,  peut  être  obtenu  si  nous  pensons  d'abord 
aux  points  de  notre  espace  ordinaire  supposés  munis  du  chiffre  de 
cote  o,  et  si,  ensuite,  nous  faisons  parcourir  à  tous  les  chiffres 
de  cote  d'abord  les  valeurs  de  oà4-Gc,puis  celles  de  oà  — 00. Nous 
désignerons  cet  ensemble  par  T-  Par  analogie  à  ce  que  fait  l'ap- 
penteur,  nous  pouvons  alors  dire  que  les  points  de  l'espace  à  quatre 
dimensions  sont  représentés  par  projection  sur  l'espace  ordinaii^e  ; 
nous  entendons  par  la  projection  d'un  point,  le  point  obtenu  en 
effaçant  son  chiffre  de  cote  (ou,  plutôt,  en  le  remplaçant  par  zéro). 

Pour  plus  de  commodité,  nous  emploierons  des  noms  et  des 
désignations  dont  l'analogie  avec  quelque  chose  de  connu  est  facile 
à  voir.  L'ensemble  des  points  obtenus  en  munissant  un  point  oi'di- 
naire  de  l'espace  successivement  de  tous  les  chiffres  de  cote  de 
—  ce  à  -h  00  sera  dit  une  droite  perpendiculaire  à  notre  espace. 
De  façon  analogue  se  définissent  un  plan  perpendiculaire  et  un 
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espace  plan  perpendiciilane  à  noire  espace,  à  laide.  res])ective- 
menl.  tl  une  droite  cl  d'un  plan.  Si  une  \ari(l<'  dans  T  est  pnijetée 
sur  notre  espace  suivant  une  variété  avant  une  tliinensi<ui  de 
moins,  mais  portant  en  revanche  un  nombre  infini  de  chillres  de 
cote  à  chaque  point,  nous  Vnpyelons pseitdo-ierticale.  Si,  au  con- 
liviire,  le  noinhrc  de  diiiiciisions  n'a  pas  chano^é,  et  si  le  chiffre 
de  cote  est  le  même  [larloul  sur  la  variété,  nous  l'appelons /956'mc^o- 
horizontale.  ^ous  dirons  (|ue  les  points  à  chillres  de  cote  positifs 
sont  situés  au-dessus  de  notre  espace;  les  points  à  chiffres  néga- 
tifs, a  u-t^e^iows.  On  dira  que  la  projection  sur  noire  espace  d'une 
variété  quelconque  est  La  porteuse  de  celle-ci. 

jNous  désignerons  dans  la  suite  les  variétés  à  quatre  dimensions 
par  des  caractères  latins  gras;  celle  que  nous  venons  de  construire 
s'appelle  T.  l^e>  espaces  ou  xariétés  à  trois  dimensions  seront 
désignés  par  des  majuscules  grecques,  notre  espace  ordinaire  par  P. 
Les  surfaces  seront  désignées  par  des  minuscules  grecques  (  '^,  tzj, 
les  lignes  par  des  majuscules  latines  (Li  et  \r^  imml^  par  des  mi- 
nuscules latines  {p)- 

Une  courbe  T  se  représente  donc  tout  siiu])lement  j)ar  sa  pro- 
jection, sa  courbe  porteuse,  en  munissant  les  points  île  celle-ci  de 
chiffres  de  cote. 

La  porteuse  d'une  surface  est  dOrd inaire  une  surface;  pour  se 
rendre  compte  facilement  des  chiffres  de  cote  de  celle-ci.  on  joint 
par  des  courbes  les  points  qui  ont  même  chiffre  de  cote.  La  sur- 
face cherchée  est  absolument  déterminée  par  le  système  de  lignes 
de  cote  qui  couvrent  ainsi  la  surface  porteuse. 

De  même  que  la  projection  d'une  surface  sur  un  plan  couvre, 
d'ordinaire,  plusieurs  fois  certaines  parties  du  plan  et  que  ces 
parties  sont  limitées  par  des  courbes  <le  contour);  ainsi  la  projec- 
tion d'un  espace  sur  P  sera,  ddnl maire,  un  espace  couvrant  plu- 
sieurs fois  certaines  parties  de  P.  et  ces  parties  seront  limitées  par 
des  surfaces  (les  surfaces  de  contour).  Les  chiffres  de  cote  seront 
déterminés  par  des  surfaces  de  cote  passant  par  les  points  à  même 
chiffre  de  cote. 

Quand  on  déforme  les  figures  que  nous  venons  de  décrire,  il 
faut  non  seulement  observer  ce  que  devient  la  porteuse,  mais  aussi 
examiner  les  déplacements  subis  par  les  chiffres  de  cote. 

Sur   la   base    donnée,    on  peut   aisément   définir  ce  qu'il   faut 
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entendre  par  une  ciroile,  un  plan  et  un  espace  plan  dans  T,  ainsi 
qu'exposer  les  qualités  descriptives  générales  de  ceux-ci.  Une 
collinéation  de  l'espace  peut  être  l'éduite  à  des  projections  cen- 
trales, etc.  Nous  ne  parlerons  point  de  cela.  La  géométrie  métrique 
dans  T  pourrait  être  basée,  par  exemple,  sur  une  définition  de  la 
distance  entre  deux  points 


ou  en  développant  la  notion  de  coïncidence  avec,  pour  base,  la 
définition  donnée  ci-dessous  de  la  rotation  autour  d'un  plan,  en 
réduisant  ainsi  la  question  à  une  question  concernant  notre  espace. 
Pour  exposer  la  définition  de  la  lolatKin.  dont  nous  venons  de 
parler,  nous  dé-finirons  d'abord  ce  qu'il  iaut  entendre  par  un  cercle 
dans  un  \A,\n  pscudo-perpeiidicalaiic .  i^a  projection  de  ce  cercle 
doit  être  un  segment  de  droite  ab  sur  la  Inice  (bi  pian  dans  P,  el 
les  cbiflïes  de  cote  du  segment  doivent  être  déterminés  par 

^2  =  c  ±  r  sinH7, 

où  c  est  une  constante  réelle,  2/"  =  «/^,  el  /cosS?  la  distance  du 
milieu  de  ah  au  point  variable.  Le  point  du  milieu  ayant  le  chillre 
de  cote  c  est  appelé  le  centre  du  cercle,  /'  son  rayon.  On  fait 
tourner  un  point  p  tians  P  autour  d'un  plan  pseado-liorizontal  r^ 
en  faisant  décrire  au  point  le  cercle  pseudo-vertical  qui  le 
traverse  et  qui  est  projeté  sur  P  suivant  un  segment  de  droite, 
dont  les  points  extrêmes  sont  symétriques  par  rapport  à  la  pro- 
jection de  t:  sur  P.  Pendant  la  rotation,  la  projection  fait  la 
navette  sur  une  droite  dont  les  extrémités  sont  symétriques  par 
rapport  à  la  projection  du  plan  de  rotation.  Le  carré  de  la  plus 
grande  distance  de  cette  projection  est  égal  à  la  somme  du  carré 
de  la  distance  à  un  instant  quelconque  et  d\\  carré  du  chillre 
de  cote  correspondant.  Le  point  passe  alternativemenl  a.u-dessus 
et  au-dessous  de  P. 

Un  espace  plan  coupe  P  suivant  un  plan;  toute  figure  de  cet 
espace  peut  donc  être  rabattue  sur  P  par  une  rotation  autour  de  la 
trace. 

Maintenant,  il  n'est  plus  difficile  d'exposer  les  notions  métri- 
ques fondamentales,  l'angle,  la  distance,  etc. 

On  voit  aussi  comment,  par  rotation,  on  peut  transformer  deux 
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ft)i"j)s  s\  iiH''(ri(|iu's  riiii  dans  raiilrc  (jmr  ('X('iii|)lc',  par  rolalion 
autour  (l'un  plan  de  symétrie),  et  de  même  comment  un  point 
entouré  dans  P  d'une  surface  fermée  pciil  élic  amené  hors  de 
celle-ci  sans  passer  par  la  frontière. 

11.  —   La  droite. 

Notre  exposé  de  la  planimétrie  analytique  a  cet  avantage,  que 
les  résultats  intuitifs,  auxquels  on  arrive  en  s'en  tenant  aux  coor- 
données réelles,  se  trouvent  être  des  cas  spéciaux  des  n-sultats 
intuitifs  que  nous  obtenons  ici.  Car  les  points  à  cliifïVe  de  cote  o 
situés  dans  le  plan  X,\  ,  sont  les  points  réels  ordinaires. 

Examinons  dabord  l'ensemble  de  points  donné   par  l'équation 

y  =  7.x. 
Si  l'on  met 

.V  =^^  ce  \  —H  l  •î'25 

a  =  aj  -i-  z'a2, 
et  si  l'on  sépare  les  parties  réelles  et  imaginaires,  on  a 

(1)  j^i  =  ai.ri— a,X2, 

(■2)  JK2  =  «1^2-+- ^tsa-j. 

(1  )  est  l'équation  d'une  surface  porteuse  dans  un  système  rec- 
tangulaire de  coordonnées  avec  X,.  Xo  et  \)  pour  axes.  Elle 
représente  un  plan  passant  par  l'origine.  Si  l'on  marque   le   point 

jCi  -{-  ix-2  =  -^  dans  (  X|,  Xo  ),  la  droite  joignant  ce  pointa  l'origine 

sera  perpendiculaire  à  la  trace  du  plan;  la  valeur  dej',  à  ce  point, 
est  1.  Ainsi  la  position  du  plan  est  facilement  déterminée. 

(2)  détermine  les  projections  des  lignes  de  cote  sur  le  [)lan 
(X,,  Xo),  J'2  étant  considéré  comme  paramètre.  Ces  projections 
étant  perpendicvilaires  à  la  trace  du  plan  (  1  ).  fes  lignes  de  cote 
deviennent  les  Lignes  de  pente  du  plan. 

La  ligne  de  pente  passant  par  l'origine  coriespond  à  jo  ^=  o  ; 
elle  contient  le  point  que  nous  venons   de   construire,   déterminé 

par 

I         xi  —  /ao 
a*! -i- J.r9  =  -  =  — r* 


—  174  — 

D'ailleurs,  les  chiffres  de  cote  des  différentes  lignes  de  pente  sont 
pi'oportioiuiels  à  leur^  dislances  à  la  ligne  de  cote  ^2  =  o.  Il 
suffît  donc  de  connaiti^e  le  chiffre  de  cote  pour  avoir  encore  nue 
ligne  de  pente.  Le  point  de  la  trace  du  plan  sur  (X,,  Xo)  por- 
tant le  chiffre  de  cote  i  a  les  coordonnées 


"Oi  = 


on  l'ohtient  donc  (voir  ci-dessus)  en  multipliant  le  point -pari. 
Le  plan  qui  dans  P  représente  y  =  xx  se  détermine  donc  ainsi  : 
au  point  -  de  (X,,  Xo  ),  on  dresse  une  perpendiculaire  de  lon- 
gueur I ,  puis  on  fait  passer  un  plan  par  l'extrémité  de  cette  perpen- 
diculaire el  par  le  vecteur  obtenu  en  donnant  au  vecteur  allant  de 

l'origine  au  point  -  une  rotation  de  ()o"  dans  le  sens  positif.   A  la 

ligne  de  pente  passant  par  l'origine,  on  donne  le  chiffre  de  cote  o, 
et  à  la  ligne  de  pente  passant  par  l'autre  extrémité  du  vecteur 
tourné,  le  chiffre  i. 

Si,  au  contraire,  nous  avons  comme  donnc'c  un  plan  passant  par 
l'origine,  il  est  facile  de  déterminer  par  cette  règle  non  seulement 
le  coeflicient  de  direction  de  la  droite  dont  il  devient  le  plan  por- 
teur, mais  aussi  les  chiffres  de  cote  dont  les  ligues  de  pente  doi- 
vent être  munies.  Aux  coefficients  de  direction  de  même  module 
correspondent  des  plans  de  même  inclinaison  et  dont  les  dis- 
tances entre  les  lignes  de  pente  de  même  nom  sont  les  mêmes. 
Plus  le  module  est  grand,  plus  la  pente  du  plan  porteur  est 
grande;  [)lus  aussi  deux  lignes  de  pente  à  chiffres  de  cote  donnés 
se  rapprochent  l'une  de  l'autre.  Pour  a  =:  o,  nous  aurons  l'axe  des  X 
qui,  par  conséquent,  est  représenté  par  le  planX,  Xo  (partout  avec 
le  chiffre  de  cote  o);  pour  a  =  co,  nous  aurons  l'axe  des  Y  qui  est 
représenté  par  un  plan  passant  par  Y,,  pseudo-perpendiculaire  à 
notre  espace  P.  (A  proprement  parler,  on  aura  aussi  tout  l'espace 
muni  de  chiffres  de  cote  infiniment  grands,  cf.  §  IV.  Ainsi,  on 
obtient  une  transition  continue,  partant  des  lignes  à  modvile  fini  ; 
le  plan  porteur  se  transforme  en  un  plan  à  travers  l'axe  Y,  et, 
dans  ce  plan,  toutes  les  lignes  de  pente  à  chiffres  de  cote  limités 
se  sont  rassemblées,  tandis  que  la  ligne  de  cote  j-o  =  oc  s'est 
étendue  sur  toute  la  partie  restante  du  plan.) 
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Il  csl   facile  (le  \<»ir  nuiiulcuaul  coiiuiiciil  la  li;;iir  , 

y  =  a.r  +7  (g  =  y,  -1-  iqo) 

est  repn'senléo.  Los  eqnalloiis  (1)  «!t  (a)  soûl  miKliliôes  eu 

ji  =  (a,a7,  —  aao;,)  +  Ç-i, 

qui  montrent  que  le  plan  porteur  a  été  déplacé  [)aralièlement  à 
lui-même  d'une  distance  qi  et  que  les  cliilTres  de  cote  de  toutes 
les  lignes  de  pente  ont  été  augmentés  de  ^o- 

Les  droites  parallèles  à  Taxe  des  X  sont  représentées  par  des 
plans  horizontaux  à  cliifVres  de  cote  constants,  les  droites  paral- 
lèles à  Taxe  des  \  sont  représentées  par  des  plans  pseudo-perpen- 
diculaires k  P  et  dont  les  traces  dans  P  sont  parallèles  à  l'axe  des  \  . 

IIL    —   Courbes  algkbriques. 

Soit  F  (x,  y)  ^o  l'équation  d'une  courbe  algébrique  d'ordre  n 
en  position  générale  par  mpport  aux  axes.  En  taisant  la  séparation 
des  parties  réelles  et  imaginaires,  nous  aurons  deux  équations  de 
la  forme 

(i)  71=9(^1,^2), 

OÙ  o  et  'l  sont  des  fonctions  «-uples  de  .ri  et  de  jJo- 

(  i)  est  l'équation  de  la  surface  porteuse.  A  chaque  point  de 
r  X,,  Xo)  doivent  correspondre /?  valeurs  réelles  de  i',  ;  donc  la 
surface  porteuse  doit  être  composée  de  71  feuillets  réels  s'étendant 
tout  le  long  du  plan  illimité  XiX,;  la  surface  ne  peut  évidem- 
ment pas  avoir  de  contour  sur  XjXo,  mais  deux  valeurs  de  j-, 
peuvent  très  bien  coïncider  sur  une  courbe  double. 

Le  système  de  courbes  {■2),  où  j'o  est  un  paramètre,  représente 
les  projections  des  lignes  de  cote.  Puisque  )'  est  une  fonction 
monogène  de  x^ 


do 
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ce  qui  démontre  que  les  deux  systèmes  de  courbes  (i)et(2)  (avec, 
respectivement,  V)  et  jo  comme  paramètres)  sont  des  systèmes  de 
trajectoires  orthogonales.  D'où  résulte  que  les  lignes  de  cote  sur 
la  sur/ace  porteuse  doivent  être  les  lignes  de  plus  grande 
pente. 


L"t''quatlon 

Ox\         âxl 

uontre  que 

■  tû   c/-  et          ,'      0-  o 

rj   dxl         \f^i  o>a"2 

doit  être  négatif;  la  courbure  de  la  surface  porteuse  est  donc  par- 
tout hyperbolique. 

Il  résulte  d'un  calcul  très  facile  que  la  tangente  en  un  point  ordi- 
naire de  la  courbe  est  représentée  par  un  plan  touchant  la  surface 
porteuse  de  la  courbe  algébrique  au  point  considéré  ;  la  ligne  de 
pente  du  plan  au  point  de  contact  est  tangente  à  la  ligne  de  pente 
de  la  surface  porteuse,  et  elle  a  naturellement  le  même  chififre  de 
cote. 

A  laide  de  la  jègle  (p.  174)?  "i^  pourra  facilement  décider  dans 
quelle  direction  sur  la  surface  porteuse  les  chiffres  de  cote  des 
lignes  de  pente  augmentent.  Lorsqu'on  monte  sui"  la  surface,  les 
chiffres  de  cote  à  gauche  vont  en  augmentant. 

Points  singuliers.  —  A  la  substitution 

ûr  =  ce' —  a, 

y  =y—fj, 

correspond  une  translation  du  système  des  axes  et  l'addition 
d'une  constante  aux  chiffres  de  cote.  On  peut  donc  supposer  le 
point  singulier  situé  à  l'origine  ;  l'aspect  delà  surface  porteuse 
et  le  cours  des  lignes  de  cote  ne  seront  pas  modifiés.  Le  voisinage 
du  point  singulier  est  représenté  par  des  séries  de  la  forme 


V  =  A  a-*  -1-  B  .rP  H-  . .  .  (a  =  — 


'=V 


où  les  exposants  vont  toujours  en  croissant  et  ont  tous  le  même 
dénominateur.  Fixons  noti-e  attention  sur  une  seule  branche  de  la 
courbe    complète.  Si    nous  introduisons    le    module    p  et  l'argu- 
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Si  Ton  |Kise 


j>'i  -I-  ^y-i  ~       A  p* (  cos  xtp  H-  /  siri  acp) 
-i-  BpP('cos^œ  --i-  t  sin  pcp) 

A=    /'(cosc  -t-tsiiir), 
r>  =  /•[  (cos  Vi  -!-  i  sin  t^i  ), 


nu  obtient 

(1)  _/!  =  /■p't  cijs(t'  -(-  aœ)  +  /"i  p^*  cos(Pi  -I-  ^cp)  +.  .  . , 

(  -^  )  j^2  =  ''P*  sini'p  -t-  acp)  +  /•,  pP  sin(i',  -+-  pcp)  +  .  .  .. 

(i)  est  r«''quation  de  la  siirrace  [)()rteu.se  eu  coordonnées  cylin- 
driques, (a)  déleiiuine  les  j)rojectious  des  lignes  de  cote  sur 
fX,,  Xo).  Si  Von  ne  considère  cjue  les  preuners  termes,  en  par- 
lant des  projections  des  courhes   de   niveau,   on  peut  obtenir  le 

dernier  système  en  taisant  un<'  rotation  de -^  autour  de  l'ori^iine. 

Considérons  quelques  cas  spéciaux  : 

1  "  ^  =  I  )         a  =  2,         y  ^  Aor-  -h  Bx-^'+-.  .  .. 

Le  point  est  un  point  ordinaire  avec  l'axe  des  X  p(»ur  tangente. 
L'aspect  de  lu  surface  porteuse  au  \oisinage  de  l'origine  est  déter- 

iiiuK'  par 

yi  =  rp-  cos(i^  -+-  2'f). 

Cette  surface  est  obtenue  eu  construisant  la  hranclie  de  la  para- 
bole )'i  = /-.r^  correspondant  à  des  \aleurs  positives  de  :r^,  en 
faisant  une  rotation  de  s  m  plan  dangle  c2  aiihnir  de  ^  (  et  en  uuil- 
tipliant  en  même  temps  ses  ordonnées  par  (•os(('-h  'ca);  toute  la 
surface  est  obtenue  en  faisant  revêtira  o  liuites  l(!s  valeurs  de  o 
à  '. —.  La  courbe  d'intersection  avec  un  cylindre  d'axe  ^  i  est  une 
ligne  onduleuse  qui  C(»u|)e  quatre  fois  le  plan  (X,,  Xo). 

En  un  i)oint  d'une  courbe  alij(''bri(|ue  où  -p-  =o  (sans  ciuil  s'y 

trouve  d'autres  particularités^  la  surface  porteuse  sera  en  forme  de 
selle  avec  un  plan  tangent  borizontal  coupant  la  surface  suivant 
deux  branches  de  courl)e  perpendiculaires  l'une  à  l'autre.  Le  sys- 
tème de  lignes  de  cote  est  du  même  I  \  pe  que  le  système  d'hyper- 
boles à  asy  iu[)totes  C(uniniiiu;s.   I*ii  is([ue,  dans  cclui-ci,on  traverse 

XLIV.  l'-i 
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les  asvm[)tolos  en  passant  d'une  liypeihole  à  riivp(r])ole  conjuguée, 
les  lignes  de  pente  à  chiflVes  de  cote  supérieurs  à  ceux  du  point  de 
contact  sont  séparés  des  lignes  de  pente  à  chifires  inférieurs  par 
une  courbe  à  point  double.  Les  branches  de  celle-ci,  perpendicu- 
laires l'une  à  l'antre,  touchent  le  y)lan  tangent  horizontal  et  se 
coupent  à  angle  droit;  l'une  d'elles  est  située  au-dessus,  l'autre 
au-dessous  du  plan.  Les  tangentes  au  point  double  sont  les  bissec- 
trices des  angles  formés  par  les  liiugenles  principales  de  la  sur- 
face porteuse. 

1°  q  =i  1.^  a=:-,  y  ^=  \x-  -\- .  .  .. 

On  obi  icul  ici 

^1=  '■?-  cosf  (•  -H  ^ 
I 


^o  =  rzi-  sin  I  V 

En  examinant  dune  façon  analogue  la  surface  porteuse,  on  voil 
C|ue  la  ligne  unduleuse  sur  le  cylindre  fait  deux  luis  le  tous-  avant 
de  se  fermer,  et  que,  tout  en  faisant  cela,  elle  exécute  une  oscilla- 
lion  complète.  L'aspect  rappelle  un  point  de  rainificiVtion  ordi- 
naire sur  une  surface  de  Riernann,  attendu  cpi'il  y  a  une  ligne 
double  avant  un  point-pince  au  point  considéré.  La  partie  de 
ligne  doid)le  où  elle  est  isolée  n  a  aucun  intérêt  pour  nous. 

En  ne  tenant  compte  que  du  premier  terme,  les  projections  des 
courbes  de  niveau  deviennent  un  systènie  de  paraboles  homofo- 
cales.  On  obtient  les  projections  des  lignes  de  pente  en  tour- 
nant celles-ci  autour  de  l'originelle  foyer)  d'un  angle  de  icSo". 
A  chacjue  projection  correspondent  deux  branches,  une  dans 
chacjue  feuillet,  se  coupant  sur  la  ligne  double.  La  transition  entre 
les  deux  séries  de  lignes  de  pente  se  fait  ])ar  une  pai'abole  vei- 
ticale. 

L'asjiect  de  la  surface  porteuse  est  ainsi  décrit  en  \\\\  point  ordi- 

,   dy 
naire  ou  -r-  =  cz:. 

dx 

V  5^  = ')         a  =  3.         T  =  Aa"''-f- B.r^-H.  . . . 

Un  point  d'inflexion  avec  tangente  horizontale.  La  ligne  ondulée 
se  ferme  après  une  rotation  à  trois  oscillations.  La  surface  porteuse 
consiste  en  un  seul  feuillet.  La  ligne  de  cote  y^  =  o  a   un  point 
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triple,  (M  les  autres  lii;nes  de  cole  ont  ehaeiine  trois  l)i-aiielies  qui 
(■Mirent  respectivement  dans  la   première,   troisn-me   et   cinquH'me 
ouverture  eouiprise  entre  les  luanelies  de  y'o  =•».  ou  luen  dans  la 
deuxième,  quatrième  et  sixième. 
11  en  est  de  même  pour 

y  —  Xxi'-^B  xP-^^  -H 

3  ? 

4°  <7  =  -2,  a  =  -,  r  =  Xx-  -:-.... 

'A  ' 

Un  jHtint  de  rebroussement. 

_7i  =  rp-  cos  I  (-•  H »  1  -H.  .  . , 


■>'2  =  '"P"  sni    (^  -^ —  © 

La  lijine  ondulée  circule  deux  fois  et  exécnte  trois  oscillations. 
On  décrit  la  surface  (approximativement)  en  employant,  de  la 
même  manière  que  tout  à  l'heure,  la  ligne  ondulée   comme  ligne 

directrice  pour  la  bi-anclie  positive  de  la  courbe  )',  ;=  l'X'l  que  Ion 
fait  tourner  autour  de  \  ) .  (X,  X2)  est  couvert  deux  lois,  et  1  on 
obtient  trois  lignes  de  ramification  formant  des  angles  de  120"  à 
l'origine.  Le  cours  ultérieur  de  ces  lignes  doubles,  en  tant  que 
lignes  isolées,  ne  nous  intéresse  pas. 

5"  De  la  même  manière,  on  peut  examiner  une  branche  de 
courbe  complète  quelconque.  On  obtient  la  forme  de  la  surface  et 
le  nombre  des  lignes  de  ramification  en  examinant  la  ligne  ondulée 
le  long  de  laquelle  elle  coupe  le  cylindre  d'axe  \  t .  Elle  fait 
p  oscillations  et  tourne  q  fois  autour  du  cylindre  ;  i\  \  a.  p(q  —  i  ) 
lignes  de  ramification  émanant  du  point,  car  un  arc  de  la  ligne 
ondulée  entre  un  maximum  et  un  minimum  (^ou  vice  versa)  est 
traversé  une  fois  à  chacune  des  q  —  i  rotations  suivantes,  si  bien 
qu'en  tout  il  y  aurap(^  —  i)  points  d'intersection.  Si  le  premier 
exposant  peut  être  réduit,  la  situation  devient  un  peu  plus  compli- 
quée; mais  n'allons  pas  plus  loin  dans  cette  direction  ('  ). 

Sections  coniques.  —  Si,  dans  l'équation  d'une  section  co- 
nique, on  fait,  à  la  manière  habituelle,  la  séparation  des  parties 

(')  Ces  dernières  lignes  contiennent  une  erreur  dailleurs  sans  importance  pour 
la  suite.  {Note  de  l'Auteur.) 
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réelles  et  11111154 inaires,  on  parvient  à  deux  équations  de  la  tonne 

yi-^aij'i-i-  a^_  =  o, 

itù  les  coefficients  sont  des  polynômes  en.r,,  X2  et  >)  de  degrés 
indiqués  par  les  indices.  Par  soustraction,  on  obtient  une  équation 
de  la  forme 

(1)  CiJK2-r-C2=  o, 

et  rélimination  de  1  o  donne 

(2)  cH  —  CiaiCo-^-  c'{ai=  0. 

La  surface  j)orteuse  est  donc  une  surface  algébrique  du  quatrième 
ordre.  (1)  donne,  en  chaque  point  de  celle-ci,  une  valeur  corres- 
pondante de  )'2.  sauf  lorsque  le  point  est  situé  sur  la  conique  le 
long  de  laquelle  le  plan  Ci  =^0  est  coupé  par  C2  =  o.  La  surface 
porteuse  a  deux  points-pince  correspondant  aux  deux  points  où 

-j-z=cc\    lorsqu'on    s'approche    de    linlini,    son    cours    coïncide 

essentiellement  avec  celui  des  asymptotes. 

De  tout  ceci,  on  peut  conclure  que  les  deux  feuillets  de  la  sur- 
face porteuse  se  coupent  suivant  deux  lignes  doubles  qui,  venant 
de  rinfîni,  aboutissent  à  deux  points-pince,  et  que  ces  lignes  font 
partie  d'une  hyperbole.  Dans  àe<.  cas  paiticuliers,  celle-ci  peut 
se  décomposer  en  deux  droites  sécantes.  Les  lignes  de  ramifi- 
cation de  la  surface  porteuse  peuvent  alors  ou  bien  n'être  que  des 
parties  d'une  de  celles-ci,  ou  bien  être  composées  d'un  segment 
limité  d'une  des  lignes  et  de  l'autre  ligne  tout  entière,  laquelle 
doit  alors  couper  le  segment  limité.  Pour  une  courbe  algébrique 
quelconque,  un  point  double  est  obtenu  sur  la  ligne  de  ramifica- 
tion chaque  fois  que  les  tangentes  en  deux  points  ayant  la  même 
abscisse  sont  parallèles  et  que.  en  même  temps,  les  parties  réelles 
de  leurs  ordonnées  sont  égales:  c'est  le  cas,  par  exemple,  d'une 
hyperbole,  lorsque  les  tangentes  parallèles  à  l'axe  des  X  sont  ima- 
ginaires. IjCs  courbes  y-  =  ±  x-  ±  i ,  dont  les  surfaces  porteuses 
sont  faciles  à  étudier,  peuvent  servir  comme  exemple  de  ce  que 
nous  venons  d'avancer,  xy  =  a  peut  servir  comme  exemple  d'une 
courbe  à  asymptote  parallèle  à  l'axe   des  Y.   La   projection   des 
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courbes  de  niveau  el  (le>  lignes  de  coU;  (-si  tornicc  de  deux  sys~ 
lèmes  de  cercles  tangents  à  X,  et  X2  à  l'origine. 

Si  la  section  conique  se  décompose  en  deux  droites,  la  surface 
porteuse  vient  coïncider  avec  deux  plans,  la  ligne  de  ramification 
est  la  ligne  d'intersection  de  ceux-ci,  et  les  deux  points-pince  ont 
coïncidé  au  point  d'intersection  des  deux  droites.  Par  le  procédé 
inverse,  il  se  détache  donc  deux  points-pince  du  point  d'inter- 
section et,  dans  l'espace  entre  les  deux,  les  deux  feuillets  se 
permutent. 

La  surface  porteuse  dans  le  cas  général.  —  Considérons  un»- 
courbe  ordinaire  d'ordre  Ji  ayant  Ji  tangentes  |)aralièles  à  1  axe 
des  Y,  d  points  doubles  et  c  points  de  rebroussement,  et  suppo- 
sons qu'elle  n'occupe  pas  une  position  spéciale  par  rapport  aux 
axes  et  à  la  droite  à  l'infini.  Le  cours  des  n  feuillets  lorsqu'on 
s'approche  de  l'infini  est  déterminé  par  les  asymptotes.  Il  y  a  donc 
71(71  —  i)  lignes  de   ramification  allant  à  l'infini.    Les  points   de 

ramification  qui  correspondent   à  -j^  =  x  sont   dits  (i(;  pre77iière 

espèce  ;  de  chacun  d'entre  eux  part  une  ligne  de  ram il  1  cation.  Les 
points  de  ramification  qui  correspondent  aux  c  points  de  rebrous- 
sement sont  dits  de  deuxième  espèce;  de  ceux-ci  partent  trois 
lignes  de  ramification.  Aux  points  doubles  ne  correspond  aucune 
particularité  sur  la  surface  porteuse  ;  les  points  correspondants  se 
trouvent  sur  la  ligne  ^de  ramification,  et  ce  qu'il  y  a  de  remar- 
quable en  un  tel  point  est  uniquement  ceci  :  le  chiffre  de  cote  est 
le  même  dans  les  deux  feuillets.  D'ordinaire,  on  ne  trouve  pas  de 
points  doubles  sur  la  ligne  de  ramification,  comme  nous  l'avons 
dit  ci-dessus,  tandis  qu'il  \  a  ])ien  des  ])()iiits  triples  où  trois 
feuillets  s'entrecoupent. 

Supposons  que  la  courbe  soit  sans  point  double  ni  point  de 
rebroussement  et  soit  infiniment  près  de  se  décomposer  en  // 
droites  ;  il  est  alors  facile  de  se  représenter  le  cours  des  lignes 
de  ramification  :  de  chacun  des  71(71  —  1)  points  de  ramification 
de  première  espèce  rayonne  une  ligne  de  ramification  allant  à  1  in- 
fini, et  vice  versa^  chaque  ligne  de  ramification  \enant  de  1  infini 

aboutit  à  un  ])olnt  de  ramification.  Il  va  -  7/  ( //  —  i)  («  —  2)  points 

triples   sur    les  lignes  de  ramification.    Si.    |»ar  des   déformations 
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continues,  il  nail  un  point  double,  c'est  ])ar  Ivinion  de  deux 
points  de  ramification  que  cela  se  fait;  s'il  nait  un  point  de 
rebroussement  sur  la  courbe,  il  se  formera  sur  la  surtace  por- 
teuse un  point  de  ramification  de  deuxième  espèce  par  la  réunion 
de  trois  points  de  ramification  de  première  espèce.  On  pourrait 
croire  à  la  possibilité  de  traiter  l'aspect  de  la  surface  porteuse  pour 
le  cas  général  par  <(  la  méthode  des  déformations  continues  »,  mais 
cela  n'est  pas  sans  rencontrer  des  obstacles.  D'abord  rien,  sans 
doute,  ne  s'oppose  à  ce  que  le  noudire  des  points  triples  puisse 
éti'e  modifié;  ensuite,  le  cours  des  lignes  de  ramification  ])eut  être 
modifié  par  la  foruiation  sur  elles  de  points  doubles,  comme  il  est 
décrit  ci-dessus.  Ceci  cependant  ne  peut  pas  produire  une  modifi- 
cation essentielb^  de  leurs  cours,  puisqu'il  est  facile  de  prouver 
qu'une  ligne  de  ramification  rayonnant  d'un  point  de  ramification 
ne  peut,  en  général,  ])as  se  terminer  en  un  autre  point,  mais  doit 
s'étendre  à  l'infini.  Car,  si  une  li^ne  de  ramification  unit  deux  de  tels 
points,  on  voit  aisément,  en  se  servant  de  la  règle  (p.  i7<>)  de  l'aug- 
mentation des  chifiVes  de  cote,  que  la  ligne  de  ramification  doit 
être  coupée  par  une  autre  ligne  de  ramification  (pour  que  les 
feuillets  puissent  être  échangés);  mais,  en  décomposant  ce  point 
double,  on  rompt  la  jonction  entre  les  deux  points  de  ramifi- 
cation. 

IV.   —  Le  plaiv. 

Examinons  maintenant  comxnent  il  faut  concevoir  les  éléments 
à  l'infini  de  T  pour  que  celle-ci  puisse  correspondre  au  plan 
(X,  \)  défini  au  point  de  vue  projeclif  (pour  d'autres  points 
de  vue,  i^oir  plus  loin).  Dans  celui-ci  :  i"  toutes  les  droites  ont 
un  point  à  l'infini;  i"  les  droites  parallèles  passent  par  le  même 
point  à  l'infini  ;  .)"  l'ensemble  des  points  à  l'infini  forme  une  droite. 

L'ensemble  des  points  à  l'infini  de  notre  espace  P  sera  désigné 
par  U.  Toute  direction  dans  P  détermine  un  point  de  U. 

Les  éléments  de  T  correspondant  aux  points  à  l'infini  du  plan 
sont  déduits,  d'une  'part,  des  points  à  l'infini  de  notre  espace,  en 
munissant  ceux-ci  de  chiflfres  de  cote  arl)itraires;  d'autre  part,  des 
points  de  l'espace  à  distance  finie,  en  munissant  ceux-ci  de  chifi'res 
de  cote  infiniment  grands.  Les  choses  se  passent  cependant  d'une 


iiMUU'iT  assoz  ((miplKjutr.  Tdiis  les  puiiilsà  ruiliiud  un  plan  por- 
l('ui\  immis  de  leurs  clii lires  de  cote,  doivent  représenter  le  iiu-ine 
poinU  à  savoir,  1«>  poiiil  à  I  iiiiiiii  de  la  droil c  In i  a[)parlenant.  D'où  il 
lésnlle  que  le  point  de  L.  dilerninn''  par  les  lii;nesde  |)ente  situées 
dans  des  plans  parallèles,  reprc'-senle  le  in('ine  point  de  (  \,  Y), 
(piel  (jne  soil  son  eliiHVe  de  eole,  pi>ni\n  (jn  il  soil  Uni.  Fa  l'icr 
rt'rsa,  nu  point  dans  L  ,  delenuiné  par  \inc  direction  (pu  n'est  m 
liorizonlale  ni  verticale,  correspond  an  pointa  l'infini  d'nne  droite 
dont  les  lignes  de  chute  dn  plan  ])ortenr  ont  la  direction  du  point 
donné,  quel  que  soit  le  cliillre  de  cote  du  point,  ponivn  (piil  soit 
lini. 

Tons  les  points  à  linlini  dn  plan  porteur  dont  «»n  a|)proche  le 
long  de  lignes  autres  que  les  lignes  de  pente  ont  des  cliiUres  de 
cote  infiniment  élevés.  Et  iice  versa.,  un  point  quelconque  de  U 
avec  un  cliilTre  de  cote  infini  correspond  à  toute  une  collection  de 
points  à  Finfini  de  (X,  \  ),  c'est-à-dire  à  ceux  qui  appartiennent  à 
des  lignes  telles  qne  leurs  plans  porteurs  soient  parallèles  à  la 
direction  de  P  par  laquelle  on  approche  du  ])oint  de  U  sans  que 
les  lignes  de  pente  aient  cette  direction. 

Les  points  à  l'infini  des  plans  horizontaux  représentent,  si  le 
chilVre  de  cote  est  fini,  le  point  à  l'infini  de  l'axe  des  X;  si  le 
chitire  de  cote  est  infini,  la  représentation  est  indéterminée.  Les 
points  de  U  déterminés  [)ar  la  direction  verticale  avec  chiffre  de 
cote  arbitraire  correspondent  au  point  à  l'infini  de  l'axe  des  \,  et 
il  en  est  de  même  des  points  de  P  à  distance  finie  et  à  chiffres  de 
cote  infiniment  élevés.  Comme  on  le  voit,  les  résultats  sont  assez 
compliqués. 

Pour  ]:>lus  de  clarté,  nous  imaginerons  le  plan  (X,  Y)  découpé 
en  parties  qui  pourront  être  représentées  séparément  sans  diffi- 
culté. Ensuite,  nous  assemblerons  les  variétés  à  quatre  dimensions 
représentant  les  parties,  ou  bien  nous  indiquerons  seulement  com- 
ment les  points  des  espaces  frontières  se  correspondent. 

Espaces  sphériqiies.  —  Examinons  d'abord  la  variété  k  trois 
dimensions  déterminée  par  l'équation 

([ue  nf)us  appellerons  un  espace  sphérique.  y-^  =  o  détermine  une 
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surface  spliérique  de  contour  doiil  la  pari  le  inicrieure  est  la  por- 
teuse de  deux  espaces,  un  situe  au-drssus,  lautre  au-dessous  de  P. 
Pour  ces  deux  espaces,  les  lii;ues  de  cote  deviennent  des  sur- 
faces sphériques  qui,  pour  _)'2  =  =t  /•,  se  réduisent  à  un  point,  le 
centre.  (A  comparer  avec  la  représentation  dune  surface  sphé- 
rique  par  la  projection  de  ses  courbes  de  niveau  sur  un  ]>lan  dia- 
métral horizontal.) 

L'espace  sphérique  divise  T  en  deux  )nirties  contenant  les  points 
dont  les  distances  à  l'origine  sont  respectivement  plus  petites  et 
plus  grandes  que  /■-.  Les  premiers  point?  sont  projetés  sur  P  à 
l'intérieur  du  contour,  et  les  valeurs  de  leurs  cliiflres  de  cote  sont 
comprises  entre  les  chillres  de  cote  des  points  situés  sur  l'espace 
sphérique  verticalement  au-dessus  et  au-dessous  du  point. 

La  ligne  d'intersection  de  l'espace  sphérique  et  du  plan  qui 
représente  >'  ==  ax  est  déterminée  par 

JKi=  «1.-^1  —  aja-j, 
x'\->r  XT,  -{-  y'\  -i-  y'^  =  t- . 

L'équation  de  la  projection  de  la  courl)e  porteuse  sui-(  X ,  Xo)  est 

(i  -t-  ay  -r-  aiî)  (x'\-\-  xV)  —  r"^. 

La  courbe  porteuse  est  donc  une  ellijise  dont  le  grand  axe  est  le 
<hamètre  de  la  sphère  de  contour  qui  coïncide  avec  la  ligne  de 
pente  du  [)lan  passant  par  l'origine;  le  petit  axe  est  obtenu  en 
faisant  tourner  la  projection  du  gi-and  axe  sur  (X,,  X2  )  d'un  angle 
de  90".  l^es  extrémités  du  gr.ind  axe  divisent  l'ellip^se  en  deux 
parties  dont  les  chiffres  de  cote  ont  des  signes  opposés,  si  bien  que 
l'une  des  parties  est  au-dessus^  l'autre  au-dessous  de  1*;  aux 
extrémités  du  petit  axe,  les  chillres  de  cote  atteignent  leur  valeur 
numérique  la  plus  élevée. 

Pour  a  infiniment  grand,  la  ligne  d'intersection  devient  le  cercle 
pseudo-vertical 

Xi  =  o, 
.r2=  o, 
JKî-^  vH^'-'- 
'loute  droite  passant  par  l'origine  est  ainsi  divisée  par  l'espace 
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sphérique  en  deux  portions  de  surface  siinpleiucul  conn('X(;s.  L'une 
d'elles  conlienl  le  point  à  l'infini  sur  la  lij,nie  ;  elle  est  définie  par 
rinégalité 

1^1 


v/'-HhP 


(pour  a  Infiniment  <;rand,  |  >'  }  ^r). 

Tout  le  plan  (X,  \)  est  décrit  par  la  ligne  y=zax'  lorsqu'on 
donne  à  a  toutes  les  valeurs  couq)lexes.  Nous  découpons  d'abord 
la  variété  à  quatre  dimensions  A  qui  se  trouve  à  l'intérieur  de 
l'espace  sphérique  !i],  dont  le  centre  est  à  l'origine  et  dont  le  rayon 
est  r.  La  partie  qui  reste  de  (X.  \  )  contient  complètement  la 
ligne  à  l'infini  :  on  la  coupe  en  deux  morceaux  de  la  façon  sui- 
vante : 

Toute  droite  )'  =  a,r  pour  laquelle  |  a  |  =  i  contient  une  portion 
de  surface  extérieure  à  S,  laquelle  est  définie  par|x|^  -p-  Toutes 

v/2 

ces  portions  de  surface  déterminent  un  espace  T  coupant  la  partie 
mentionnée  de  (X,  Y)  en  deux  parties  que  nous  désignerons  par 
B'  et  C;  B'  sera  la  partie  qui  contient  le  point  à  l'inlini  de  l'axe 
des  X.  C  sera  celle  qui  contient  celui  de  l'axe  des  ^  .  L'espace  T 
part  d'une  surface  t  dans  S  décrite  par  les  bords  des  éléments  de 
surface  mentionnés.  T  était  déterminé  par 


=  i) 


T  est  déterminé  i)ar 


ou.  puisque  )'  =  a.r.  par 


k 


La  projection  de  t  sur  P  est  une  surface  cylindrique  dont  l'axe 
est  Y  et  le  rayon  — =,  et  qui  est   limitée  par  deux    cercles  sur  le 

contour  de  ï.  -:  peut  être  décrit  par  des   cercles  pseudo-verticaux 
portés  par  les  génératrices  du  cylindre. 

I]  est  divisé  par  t  en  deux  parties.  I,  et  S^-  1>^>''  lesquelles  A  est 
rattaché  respectivement  à  B'  et  à  C. 
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Transformons   maintenant    B'  et  C  <le  façon  que  leui's  points 
viennent  à  distance  finie. 
B'  est  déterminé  par 


v/i  +  la 

donc  a  et    -   sont  partout  limités  dans  B'. 
De  façon  pareille.  C  est  déterminé  par 


\r\':^ 


ou,  si  Ion  pose.  a^=  i,  par 


eldansC.  3  et  -  sont  partout  limités. 
'       y  ' 

On  transforme  maintenant  B'  et  C  respectivement  par 

(  ;  =  ^. 

(3)  ,^ '1 1 

\       v/i-t-i^r-  ^ 

et  par 

(  ?'=?, 

(4)  -,'- 


en  deux  variétés  B  et  C  qui  sont  définies  respectivement  par 

et  par 

in^i,  |r/IS.. 

En  représentant,  comme  d'habitude,  ;  et  r^  sur  une  variété  à 
quatre  dimensions,  et  de  même  ^'  etY)',  nous  obtenons  que  B' et  C 
se  changent  en  deux  variétés  simples  à  quatre  dimensions  situées 
entièrement  dans  une  région  finie.  La  première  est  décrite  par  des 
surfaces  de  cercle  pseudo-verticales  de  rayon  i  dont  le  centre  est 
dans  Taire  du  cercle  |i|^i,  ■r\^=o,  et  dont  la  projection  sur  1^ 
est  formée  de  segments  de  droite  verticaux.  La  projection  de 
toute  la  variété  sur  P  est  un  cylindre  droit  et  circulaire.  La  fron- 
tière se  compose  ta/it  d'un  espace  pseudo-vertical  TfB)  corres- 
pondant à  T,  qui  est  projeté  sur  la  surface  courbée  du  cylindre 
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([ue  d'un  espace  -,  (  B  )  corres[)()ndiiut  à  1",.  dital  la  projeclion 
couvre  doublement  la  partie  de  P  contenue  dans  le  cylindre;  cet 
espace  est  déterminé  par 

Ces  deux  frcjntières  sont  séparées  l'une  de  l'autre  par  une 
surface  -a  A.)  correspondant  à  t,  décrite  par  les  cercles  pseudo- 
verticaux 

Il  en  est  de  même  pour  B. 

La  ligne  à  liniini  dans  fX,  Y)  est  représentée  par  deux  surfaces 
de  cercle  pseudo-horizontales,  l'une  dans  B,  l'autre  dans  C,  dé- 
tinies  respectivement  par  y;  =  o  et  t,'  =  o.  Leurs  bords 

1^1   =  1,  T,   =  o  et  !  ^'  I   =  '  »  T]'  =  o 

sont  le  lieu  géométrique  des  centres  des  cercles  verticaux  qui 
constituent  T  (A)  et  T  (  B  ). 

Nous  terminerons  par  lui  bref  aperçu  de  la  manière  dont  les 
frontières  des  trois  variétés  A,  B  et  C  se  correspondent  entre  elles. 

B  et  C  doivent  être  jointes  le  long  des  espaces  T  (B)  et  T('C) 
selon  les  formules 

comme  on  le  \oit  par  les  formules  ('3)  et  (4,)-  La  variété  réunie 
B  -r  C  est  limitée  par  IS,  (  B  )  et  ^2  (  C)  et  cette  frontière  doit  être, 
au  point  de  vue  de  la  to})ologie,  équivalente  à  l'espace  sphérique  S. 
(Nous  V  reviendrons  plus  tard.)  Les  formules  (3)  et  (  îj  repré- 
sentent la  correspondance. 

V.     SuRFVCES    ALGÉBRIQUES. 

Soit  F  (\a?,  )',  :;  )  =  o  l'équation  d'une  surface  algébrique 
d'oi'dre    «,    et    supposons    que    celle-ci,    considérée    comme    un 
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ensemble  de  points,  soit  une  siirtace  ordinaire  (sans  courbes  dou- 
bles, arêtes  cuspidales  et  points  multiples)  et  quelle  occupe  une 
position  générale  par  rapport  au  système  de  coordonnées  et  au  plan 
à  l'infini. 

De  même  qu'une  fonction  algébrique  d'une  varial)le  indépen- 
dante peut  être  représentée  par  une  correspondance  //  à  i  sur  une 
surface  spbérique  représentant  les  points  d'une  droite,  ainsi  la 
fonction  algébrique  z  =f(.r,  ^^),  définie  par  l'équation  ci-dessus, 
doit  pouvoir  être  étendue  par  une  corres{)on(lance  n  k  i  sur  la 
variété  à  quatre  dimensions  représentant  le  plan  (X,  \  ).  A  cbaque 
j)oint  du  plan  correspondent  n  valeurs  de  Z  ;  celles-ci  seront  toutes 
différentes  lorsque  la  droite  passant  par  le  point  et  parallèle  à  l'axe 
des  Z  coupe  la  surface  en  n  points  séparés.  L'ensemble  des  points 
(le  T  pour  lesquels  ceci  n'a  pas  lieu  est  appelé  la  surface  de 
ramification.  Celle-ci  sera  la  surface  représentant  le  contour  de 
la  surface  algébrique  sur  le  plan  (X^  \  ).  Le  contour  est  une  courbe 
algébrique  d'ordre  n  [n  —  i  )  et  de  classe  Jt  (^n  —  i)-.  Cette  courbe 
a  autant  de  points  de  rebroussement  qu'il  v  a  de  tangentes  princi- 
pales de  la  surface  parallèle  à  l'axe  des  Z;  ce  nombre  esl 
n(n  — ^){fi  —  2)-  Le  nombre  des  points  doubles  égale  celui  des 
tangentes  doubles  de  la  surface  parallèle  à  l'axe  des  Z,  c'est-à-dire 

n(n  —  1)  (  n  —  2)  (n  —  3). 

La  surface  de  ramification,  que  nous  désignerons  par  o,  es! 
donc  formée  de  Ji  (/i  —  i)  feuillets  le  long  de  (X,,  Xo )  avec 
n  (n  —  I  )-  points  de  ramification  du  premier  type  et 
n  {n  —  I  j  in  —  3)  points  de  ramification  du  second. 

Considérons  maintenant  cliacune  des  parties  A,  B  el  C  séparé- 
ment. Nous  nous  imaginerons  le  rayon  ;'  de  S  comme  suffisam- 
ment grand  pour  que  A  contienne  tous  les  points  de  ramification 
de  la  surface  de  ramification.  La  partie  de  œ  située  dans  A  est 
désignée  par  0  (A)  ;  elle  est  limitée  par  n  [n  —  i)  courbes  fermées 
qui  peuvent  être,  approximativement,  découpées  sur  S  à  l'aide  des 
asymptotes  du  contour.  Xous  pouvons  supposer  sans  restriction 
essentielle  que  ces  courbes  sont  situées  entièrement  dans  la  partie 
de  S  que  nous  avons  appelée  S,  ;  —  en  d'autres  termes  :  nous 
pouvons  supposer  que  les  parties  infiniment  lointaines  du  contour 
prennent  leur  cours  entièrement  dans  B.  Car  aucune  modification 
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essentiel  le  de  lu  (livi>iim  du  |)laii  exitusc'-e  au  niinij^raplie  IV  lien 
i'(''sulleni  si,  an  lien  de  d(''U'riiiiner  T  |>:ii'  |a|  =  i,  on  le  délennine 
par  1  or.  I  =  /> .  on  /  est  nu  uoinln(;  posilil  quelconque. 

Les  parties  de  o  siLu(''es  dans  B  sont  re[)résentées  (approximati- 
vement) |)ar  II  in  —  i  )  surfaces  de  cercle  ])seudo-verticalcs 

^   =  «2,  |-l|g«, 


où  7.),  ao y-nin-i)  sont  les  coeHicienls  de  direction  des  asymp- 
totes  du    contour.    iNous   désignerons   ces    surfaces    par    zi,  (Bj, 

cp2(B),  ...,  'f«(«_i)  (B). 

Maintenant,  pour  re[)résenter  les  valeurs  de  z  sur  A*  nous  sec- 
tionnons celle  variété  |)ar  un  espace  pseudo-vertical  <!>  dont  la  pro- 
jection sur  P  est  o  (A  »  >'[  qui  tlailleurs  est  déterminé  par  cette  con- 
dition :  que  chaque  j)oint  de  la  projection  doive  être  donné  par 
tous  les  cliirtres  de  ( ote  dont  la  valeur  est  entre  celle  dont  le  point 
doit  être  muni  pour  i)p[)artenir  à  o  et  celle  dont  le  point  floit  être 
muni  [)our  appartenir  à  la  partie  supérieure  de  S;  en  d'autres 
termes,  l'espace  est  la  j)artie  de  A  située  pseud(j-verticalement 
'(  au-dessus  »  de  o  (  A  ). 

Deux  segments  dans  A  ayant  les  mêmes  extrémités  et  ne  cou- 
pant pas<I>  peuvent  être;  rattachés  à  une  portion  de  surface  qui,  elle 
non  plus,  ne  coupe  pas  <I>.  Car  nous  n'avons  qu'à  joindre  la  pro- 
jection des  segments  sur  P  à  une  portion  de  surface  dont  nous 
munissons  les  points  d'un  chiftVe  de  cote  arbitraire  qui,  si  la  por- 
tion de  surface  coupe  la  projection  de  o,  a  seulement  besoin  d'être 
inférieur  au  chiffre  de  cote  le  moins  élevé  sur  la  ligne  d'intersec- 
tion. Les  iiords  de  celle  portion  de  surface  sont  facilement  ratta- 
chés aux  lignes  donm-es  à  l'aide  tle  fragments  pseudo-verticaux, 
et  Ton  a  ainsi  construit  une  surface  ayant  les  propriétés  voulues. 

D'une  manière  analogue,  on  voit  que  deux  points  quelconques 
dans  A  j)eii\eiit  toujours  (Hre  reliés  par  des  lignes  qui  ne  coupent 
pas  (f). 

En  un  point  a  de  A,  fixons  une  des  Ji  valeurs  de  ::  corres- 
pondant à  ce  point.  Si  (t  se  meut  jusqu'à  un  point  />  par  deux  voies 
différentes  qui  ne  coupent  pas  ^b,  et  si  la  valeur  de  ::   varie  d'une 
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façon  continue  conforniémenl  à  léquation  F  (x^  y\  z)  =  o^  nous 
finirons  toutes  les  deux  fois  par  la  même  valeur;  ceci  résulte  de  ce 
que  les  deux  chemins  ensemble  forment  la  frontière  d'une  surface 
qui  ne  coupe  pas  ft>. 

A  tout  point  de  la  variété  A  sectionnée  par  <ï>,  on  peut  donc 
associer  une  valeur  bien  déterminée  de  ;  en  partant  de  la  valeur 
donnée.  De  même,  en  partant  des  Ji  —  i  autres  valeurs  de  ^,  on 
obtient  7i  couches  répandues  sur  A,  Deux  points  situés  l'un  en 
face  de  l'autre  près  de  la  frontière  $  portent  les  mêmes  Ji  valeurs 
(mais  non  pas  dans  le  même  ordre;;  conformément  à  cela,  les 
couclies  sont  jointes. 

La  variété  à  quatre  dimensions  étendue  ainsi  en  n  couches 
sur  A  est  désignée  par  A':  elle  est  limitée  par  un  espace  S'.  Tout 
fragment  dé  surface  dans  A  devient  le  porteur  d'un  fragment  d'une 
surface  de  Riemann  dans  A',  et  les  points  de  ramification  soni 
situés  aux  points  d'intersection  du  fragment  avec  ts  (A). 

II  n'y  a  aucune  difficulté  à  attacher  les  valeurs  de  ;:;  aux  points 
de  C,  puisque,  dans  celle-ci,  il  n'y  a  pas  de  points  de  la  surface 
de  ramification;  on  obtient  Ji  vari('[és  C|.  C^^  •  ••,  C,;.  tout  à  fait 
analogues  à  C. 

L\  surface  de  ramification  envoie,  comme  nous  lavons  indiqué, 
n{/i  ■ —  ij  portions  de  surface  dans  B.  On  associe  aisément  les  va- 
leurs de  z  ici;  par  exemple,  à  l'aide  de  /i  (  /t  —  i)  espaces  de  ramifi- 
caiion  rayonnant  de  l'une  des  surfaces  de  cercle  pseudo-verticales 
de  B  et  aboutissant  dans  cp,  (Bj,  . . .,  'f2(«_))  (B  ).  Le  fait  que  toute 
cette  variété  B'  forme  un  seul  ensemble  résulte  de  ce  que  le  plan 
à  l'infini  coupe  F  (x^  y^  z)  =  o\e  long  d'une  courbe  algébrique  es, 
qui,  comme  nous  l'avons  supposé,  est  irréductible.  La  partie  ■!>  (B') 
de  cette  courbe  située  dans  B'  est  portée  par  la  surface  de  cercle 
|ç|^i,yi  =  (».  Le  reste  se  compose  de  ii  surfaces  élémentaires 
portées  dans  C  par  |  ;'  |  <  i ,  r/  =  o.  B'  peut  être  décint  tout  entier 
par  des  surfaces  de  cercle  pseudo-verticales  avec  centres  dans  le 
fragment  de  surface  de  Riemann  -i;  (B'). 
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DELXIl^MK   PARTIE. 

Sin    LES   NOMBRES   TOPOLOGIQLES    DE    CONNEXION. 


\I.     TOVOLOGIE. 

Lu  niolliode  aniilvtique  de  Descartes  est,  sans  doute. une  méthode 
universelle  pour  résoudre  les  j)roljièmes  sjéoniélriques;  mais  elle 
donne,  d'ordinaire,  des  constructions  bien  inférieures  à  celles  des 
Grecs  en  simplicité  et  en  élégance.  En  essayant  de  pénétrer  les 
principes  de  l'Analyse  géométrique  spéciale  employée  par  ceux-ci, 
Leibnitz  formula  une  série  d'observations  qu'il  appelait  Analysis 
sitiis  ou  Geometria  situs  [Leibnitzens  gesammelte  Uerke^ 
herausg.  von  G. -H.  Pertz,  iS58  ( Mathematische  Schriften. 
Bd  I.  p.  1  iS  :  De  Analysis  situs)\.  Pour  cette  raison,  on  a  quel- 
quefois appelé  Leibnitz  «  le  père  de  la  Topologie  moderne  »,  c'est- 
à-dire  de  cette  branche  de  la  Mathématique  qui  vise  les  propriétés 
qualitatives  des  choses  sans  s'occuper  des  propriétés  quantitatives, 
métriques.  Leibnitz  remarque  quelque  part,  concernant  sa  théorie  : 
«  Figura  in  iiniiersuin  prœter  qaantitateni  continet  quali- 
tatem  seu  Jormam  i>  :  mais  en  réalité  sa  théorie  ne  ressendjle  en 
rien  à  ce  qu'on  entend  maintenant  par  a  la  Topologie  ». 

Dans  les  temps  modernes,  les  mathématiciens  ont  commencé  à 
s'intéresser  à  un  grand  nombre  de  questions  topologiques.  Qu'on 
se  rappelle  les  recherches  de  Tait.  Simonv  et  d'autres  sur  les 
nœuds,  les  réseaux,  etc.;  les  graphes;  l'aspect  des  courbes  gra- 
phiques; le  problème  de  peindre  et  ainsi  séparer  les  dilférents 
pars  d'une  carte  géographique  au  moyen  de  quatre  couleurs  dilié- 
rentes  ;  le  problème  de  plier  les  lunbres-poste  ;  et,  <(  last  but  not 
least  »,  les  multiples  essais  pour  formuler  une  théorie  des  nombres 
de  connexion  pour  les  variétés  à  n  dimensions  et  pour  généraliser 
le  théorème  du  polyèdre  d'Euler,  deux  questions  étroitement  rat- 
tachées l'une  à  l'autre.  [J  oir  le  tableau  de  la  littérature  dans 
^^  .  Dyck,  Beitr'dge  zur  Analysis  situs  (Math.  Ann., 
BdXXXIl).] 
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L'usage  est  incertain,  mais  il  serait  juste  de  réserver  à  cette 
dernière  espèce  de  recherches  le  nom  LVu4nahsi.s  sitiis.,  tandis 
qu'on  pourrait  appeler  Topologie  toutes  les  recherches  de  nature 
qualitative,  comme  Listing  l'a  proposé  {Vorstudievder  Topologie). 

\  [1.     AxALYSIS    SITUS. 

Il  sera,  je  pense,  très  difficile  de  forimilei-  d'une  façon  inatta- 
quable une  théorie  générale  de  la  connexion  d'une  \ariété  k 
n  dimensions;  en  tout  cas,  il  vaut  mieux,  sans  doute,  étudier  plus 
qu'on  ne  l'a  lait  jusqu'ici  des  cas  concrets,  au  lieu  de  s'attaquer 
tout  de  suite  aux  généralités.  En  théorie,  la  logique  devrait  suffire 
pour  une  exposition  mathématique,  mais  la  pratique  démontre 
combien  puissant  est  le  levier  de  cette  vision  qui  se  développe 
lorsqu'on  applique  la  théorie  à  un  grand  nombre  de  cas  concrets  ; 
même  la  théorie  qui  a  lair  la  plus  logique  et  vraisemblable  peut 
cacher  des  erreurs  qui  ne  paraissent  que  quand  elle  est  contrôlée 
à  l'aide  de  l'intuition. 

Piiemann  et  Betti  ont  été  les  premiers  à  cherciier  à  généraliser 
la  théorie  de  la  connexion  des  surfaces,  employée  avec  tant  de 
succès  {)ar  Riemann  lui-même  dans  la  théorie  des  intégrales  abé- 
liennes.  Après  la  mort  de  Riemann,  Betti  publia  un  Mémoire  à  ce 
siij(;t  Y'Sugli  spazi  di  un  numéro  qualunque  di  ditnensioni 
(  \nn.  di  Mat.,  2*^  série,  vol.  1\  .  1871)].  Il  ne  parle  pas  de  colla- 
boration a\ec  Riemann;  mais,  à  juger  par  les  fragments  d'une 
théorie,  réunis  |)ar  \\  eber  d'après  les  notes  écrites  par  Riemann 
(RiEMAAA,  Gesainmelte  matlieniatische  JVer/ce,  2.  Aufl.,  Frag- 
ment XXIX),  Riemann  a,  pendant  son  séjour  en  Italie  (Ges. 
Werke,  p.  555),  essentiellement  contribué  aux  pensées  exprimées 
dans  le  Mémoire  de  Betti.  Dans  celui-ci,  on  trouve  pour  la  pre- 
uiière  lois  la  définition  des  nombres  de  connexion  pour  les  variétés 
dont  le  nombre  de  dimensions  dépasse  2.  Plus  tard,  d'autres  ont 
cherché  à  perfectionner  et  compléter  la  théorie  :  M.  W.  Dyck, 
dans  Beitr'àge  zur  Analysis  situs  (Math.  Ann.,  Bd  XXXIT 
et  XXXMI),  Poincaré  dans  son  Mémoire  sur  VAjialjsis  situs 
et  M.  Picard  dans  son  Ouvrage  sur  les  fonctions  algébriques  de 
deux  variables  (p.  5j. 

Déjà,  avant  de  connaître  ces  derniers  Ouvrages,  j'avais  décidé 
d'essayer  une  autre  voie  que  celle  de  Riemann  et  de  Betti;   je 
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voulais  essayer  de  généraliser  la  nuithode  de  percement  de  Jul. 
Petersen  que  je  me  rappelais  d'après  ses  cours.  <  Ce  n'est  que  beau- 
coup plus  tard  que  j'ai  connu  Diagram  et  Tre/nade  Listing,  ainsi 
que  les  recherches  de  Betti  s'y  rattachant  et  que  je  ne  connaissais 
jusqu'à  ce  moment  que  par  le  résumé  succinct  des  Fortschritte 
der  Mathematik.)  En  particulier,  je  trouvai  déplorable  que  les 
n  —  1  nombres  de  connexion  ne  suffisent  pas,  topologiquement 
parlant,  à  caractériser  une  variété  quand  n  >  2.  Loi*sque  j'ai 
connu  les  afutres  Mémoires  mentionnés  ci-dessus,  surtout  celui 
de  Poincaré,  j'ai  failli  regretter  mon  choix  en  comparant  les 
méthodes  élégantes  rencontrées  ici  avec  la  théorie  un  peu  lourde 
que  j'employais;  mais,  comme  je  croyais  voir  que  la  voie  choisie 
par  moi  éclaircissait  des  points  non  élucidés  par  l'autre  méthode, 
et  puisque,  de  plus,  j  obtins  le  moyen  de  trouver  des  criteria 
suffisants  pour  que  deux  variétés  à  n  dimensions  soient  équiva- 
lentes, je  me  décidai  à  continuer  en  dépit  de  toutes  les  difficultés. 
Par  l'expression  "  deux  variétés  sont  équivalentes  ».  je  veux  dire 
qu'elles  correspondent  l'une  à  l'autre  point  pour  point,  de  façon 
que  deux  points  quelconques  de  lune  tendent  à  coïncider  quand 
les  deux  points  correspondants  de  l'autre  variété  en  font  autant. 
[La  relation  entre  l'homéomorphisme  de  Poincaré  (Analvsis 
situs.  §  2)  et  l'équivalence  ainsi  définie  sera  mentionnée  plus 
tard.] 

La  question  qui-  muiî.  rencontrons  d'abord  est  celle-ci  :  quelles 
sont  les  coupures  que  l'on  doit  faire  pour  rendre  une  variété 
fermée  (Poiacaré.  loc  cit..  ^  1»  simplement  connexe?  Pour 
résoudre  cette  question  nous  ferons  usage  du  procédé  suivant  :  on 
perce  la  variété,  c'est-à-dire  oh  enlève  la  variété  élémentaire  qui 
forme  le  voisinage  d'un  point.  On  crée  ainsi  une  frontière  que  l'on 
élargit  par  une  déformation  continue  de  façon  à  enlever  de  plus 
en  plus  de  la  variété  donnée.  On  continue  ainsi  jusqu'à  ce  que 
certaines  parties  de  la  frontière  se  rapprochent  d'autres,  en  arrê- 
tant la  déformation  en  ces  endroits  lorsque  la  distance  entre  les 
parties  qui  se  rencontrent  est  devenue  infiniment  petite.  En  pour- 
suivant ainsi,  on  est  conduit  à  un  ^mcr/Y///i//j<?  formé  d'un  système 
de  variétés  de  dimensions  inférieures  à  celle  de  la  variété  donnée, 
ou  plutôt  foi-mé  par  le  voisinage  de  ce  svstème.  c'est-à-dire  par  une 
v.iri'^té  qui.  dans  la  /i'^'°^  dimension,  est  infiniment  petite.  Le  sys- 

XLIV,  i3 
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tème  de  variétés  à  dimension  inférieure  qui  constitue  la  frorttière 
du  diagramme  est  appelé  son  Jioyau. 

Ce  diagramme  a  une  signification  double.  D'abord,  il  repré- 
sente une  variété  qui  est  équivalente  à  lavariété  donnée  lorsque 
celle-ci  a  été  percée.  Si  Ton  réussit  à  établir  des  formes  normales 
auxquelles  les  diagrammes  peuvent  être  réduits,  la  condition 
nécessaire  et  suffisante  pour  que  deux  variétés  fermées  soient 
équivalentes  devient  celle-ci  :  que  les  formes  normales  de  leurs 
diagrammes  soient  identiques.  Car  les  variétés  élémentaires  enle- 
vées par  le  percement  sont  toujours  équivalentes.  Mais  le  noyau 
du  diagramme  indique  aussi  les  coupures  qu'il  faut  faire  pour 
rendre  la  variété  donnée  simpletnent  connexe;  car,  si  l'on  opère 
le  procès  d'élargissement  mentionné  dans  l'ordre  rétrograde,  la 
variété  qui  reste  quand  on  fait  les  coupures  indiquées  par  le  dia- 
gramme se  réduira  à  la  variété  élémentaire  enlevée  par  le  perce- 
ment. jNoiis  ferons  plus  tard  une  comparaison  entre  les  résultats 
ainsi  obtenus  et  la  théorie  des  nombres  de  connexion  de  Riemann 
et  Belti. 

\  riF.   —  \ai  i)iaguam:we  des   surfaces  de  Riemann. 

Bien  que  la  théorie  des  ordres  de  connexion  des  surfaces  de 
Riemann  soit  bien  connue  et,  de  plus,  se  trouve  traitée,  d'une 
façon  assez  semblable  à  celle  que  nous  venons  d'employer,  chez 
Jul.  Petersen  [Funktionsteorie,  Kap.  IV),  nous  indiquerons 
cependant  brièvement  cette  théorie,  à  cavise  de  la  suite,  sur- 
tout pour  montrer  qu'elle  peut  être  basée  exclusivement  sur  le 
diagramme,  sans  utiliser  la  généralisation  du  théorème  d'Euler 
(le  théorème  de  l'invariance  de  t  — /pour  une  surface). 

Envisageons  la  surface  de  Riemann  comme  portée  par  une  sur- 
face spliérique.  D'un  point  a  de  celle-ci  nous  décrivons  des  arcs 
de  grand  cercle  joignant  ce  point  aux^'  points  qui  définissent  les 
points  de  ramification  de  la  surface  et  que  nous  supposons  d'ordres 
A",  — I,  Ao  —  I,  ...,  /.  /  —  I.  Nous  perçons  quelc|ue  part  chacun 
des  }}  feuillets  et,  par  un  élargissement  des  trous  ainsi  formés, 
nous  déplaçons  leurs  contours  jusqu'à  ce  qu'ils  s'approchent  des 
points  de  ramification,  en  leur  faisant  suivre  les  arcs  de  grand 
cercle    que    nous  avons   tracés,  jusqu'au  point  a.   Si  nous    reti- 
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l'ous  lie  la  Miilacu  (|ii«'l({iitjs  haiicJcs  .s(;  Icrmiuaut  a  taii.v,  il  nnii> 
restera  :  i"  /  élcineuts  de  surface  autour  des  poinls  de  raiiii- 
ficatloii;  :>"  n  élénicnts  de  surface  superposés  au  pitiut  a; 
>"  / ,  +  Ao  —  . .  .  -{-  /l'y  bandes  reliant  ceux-ci  avec  ceuv-là.  ^«ous 
coupons  /i —  I  de  ces  bandes  telles  (jue  les  frontières  appartien- 
nent à  diHérentes  courbes  du  contour  et  nous  retirons  les  Irag- 
uieiils.  La  surface  reprcsente  maintenant  un  diagramme  corres- 
pondant à  un  percement.  Elle  contient  en  tout  /-{-  n  éléments  de 
surface  reliés  par  2  (A  )  —  /i  -i-  i  bandes.  De  ces  bandes,  nous  en 
utilisons  y  -j-  «  —  i  pour  relier  les  / -f-  n  éléments,  de  sorte  que 
le  tout  forme  un  seul  élément.  Du  bord  de  celui-ci  ]>artent 

j  j 
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anses  qui  s  accouplent  facilement  deux  à  deux,  de  façon  à  former 
des  anses  doubles.  En  désignant  par  m  le  degré  d'une  quelconque 
des  branches  complètes  de  la  courbe,  on  aura,  sur  la  courbe 
algébrique  correspondant  à  la  surface, 

(la  sommation  étant  étendue  à  toutes  les  branches  de  la  courbe  où 

/At  >>  i).  Le  nombre  d'anses  constitue  donc  le  chilFre  géométrique 

bien  connu 

I.(ni  —  i) -r- n'  —  in-^i^='ip. 

Nous  arrivons  donc  à  une  forme  normale  à  p  anses  doidjles.  La 
condition  nécessaire  et  suffisante  pour  que  deux  surfaces  de  Rie- 
mann  soient  équivalentes,  lopologiquement  parlant,  est  donc 
qu'elles  aient  le  même  p. 

Si  nous  désirons  une  forme  normale  pour  la  surface  de  Riemann 
fermée,  nous  pourrons,  à  chaque  anse  double,  faire  glisser  les 
deux  embouchures  de  1  une  des  anses  jusqu'au  milieu  de  l'autre  et 
puis,  en  élargissant  la  j)remière.  nous  ferons  croître  ses  embou- 
chures jusqu'à  ce  qu  elles  coïncident  avec  les  bords  de  1  autre.  En 
fermant  ensuite  la  surface  par  l'adjonction  d'un  morceau  simple- 
ment connexe,  on  arrive  à  la  forme  normale  de  Klein  :  une  surface 
>plu'iique  à  p  anses  en  forme  de  tuyaux. 
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Ce  que  je  viens  d'exposer  peut  servir  coiniue  une  sorte  de 
programme  pour  les  recherches  ([ue  nous  aUons  faire.  Je  men- 
tionnerai encore  une  méthode  pour  traiter  cette  question  qui  est 
susceptible  d'être  étendue  aux  surfaces  algébriques.  Supposons 
donnée  une  courbe  algébrique  --Sn  sans  points  singuliers.  (S'il  y  a 
de  ces  points,  on  peut  se  rendre  compte  de  la  situation  en  opérant 
\in  passage  à  la  limite  en  partant  de  la  courbe  envisagée  ici.)  Si 
l'on  fait  varier  la  courbe  d'une  façon  continue  sans  inti'oduire  de 
points  singuliers  et  sans  altérer  son  degré,  la  surface  de  Piiemann 
correspondante  restera  toujours  équivalente  à  elle-même. 

INous  transformerons  la  courbe  '^,i  en  une  courbe  •]>/,  cjui  est  sur 
le  point  de  se  décomposer  en  /?  lignes  droites  situées  d'une  façon 
quelconque.  Pour  voir  que  ceci  peut  toujours  se  faire,  il  suflit  de 
considérer  le  faisceau  linéaire  co^  +  l'|„  =  o.  Les  courbes  de  ce 
faisceau  qui  ont  des  points  singuliers  correspondent  à  un  nombre 
fini  et  bien  déterminé  de  valeurs  de  A;  donc  on  pourra  toujours 
faire  varier  X  de  o  à  ce  sans  passer  par  aucune  de  ces  valeurs. 
Représentons  les  droites  par  Ji  surfaces  sphériques  concentriques 
de  même  rajon;  alors,  pour  représenter  -!>„,  nous  devons  rem- 
placer chacun  des  points  doubles  (^points  d'intersection 

des  droites)  par  un  couple  de  points  de  ramification  infiniment 
voisins  et  que  l'on  rattachera  par  une  ligne  de  ramification.  En 
faisant  une  coupure  le  long  de  deux  cercles,  un  dans  chaque 
feuillet,  autour  de  deux  points  de  ramification  accouplés,  on 
détache  ceux-ci  de  la  surface  et  Ton  déforme  en  un  tuyau  la  partie 
détachée.  De  même  pour  les  autres  couples.  Après  avoir  détaché 
les  unes  des  autres  les  n  surfaces  sphériques  qui  restent,  on 
applicjue  de  nouveau  chaque  tuyau  à  son  trou.  Or,  on  a  besoin 
de  ;i  ^ —  I  tuyaux  pour  rattacher  les  Ji  surfaces  sphériques  de  façon 
à  en  former  une  seule  ;  de  celle-ci  sortent  donc 


~(n)  {n  —  i)  —  n  —  \  =  -{n  —  \){  n  —  2  )  —  p 


anses  en  forme  de  tuyaux;  c'est-à-dire  que  nous  voilà  de  nouveau 
arrivés  à  la  forme  normale  de  Klein. 

Si  une   surface  fermée  était  unilatère,  son  diauramme  contien- 
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(Invil,  à  coté  des  anses  (li)iil)l(;s,  un  cerliiiii  noiuhrr  d'anses  simples, 
cliiu'iine  à  une  torsion  (  '  ). 

IX.    —  Le   niA<;KA\iAiE   n'uiVE   vaiui'.ti':   a   3   dimensions. 
Supposons  qu'une  vaiiélcà    >  dimensions  soit  définie  par 

^/  =  9,(71,72,73)  (t=I,2,...) 

et  par  un  certain  nombre  d'inégalités  de  la  forme  'l  (y\  1  J'2,.>'3)  >  o 
plus  le  prolongement  analytique  de  cette  partie  (voir  Poincaré, 
Analysis  situs,  §  3  ),  ou  bien,  pour  mieux  CDutormer  le  langage  au 
caractère  de  la  topuiogie,  supposons-la  définie  par  le  fait  qu'elle 
doit  naître  de  l'assemblage  d'espaces  élémentaires  dont  les  fron- 
tières sont  divisées  par  un  réseau  de  lignes,  en  portions  de  sur- 
face qui  sont  accouplées  par  paires  d'une  façon  déterminée.  Cet 
accouplement  doit  être  fait  de  façon  que,  dans  la  variété  fermée^ 
le  voisinage  de  chaque  point  sur  une  des  lignes  du  réseau  soit  un 
espace  élémentaire.  vSi  l'on  veut  que  la  variété  ainsi  définie  soit 
d'un  seul  tenant,  il  faut  que  ces  espaces  puissent,  au  début,  être 
réunis  en  un  espace  élémentaire  dont  la  superficie  satisfait  alors 
aux  mêmes  conditions.  Il  n'y  a  pas  de  difficultés  à  suivre  par  l'in- 
tuition l'élargissement  d'un  percement. 

Le  noyau  du  diagramme  sera  formé  par  des  portions  de  surface 
se  rencontrant  suivant 'des  arcs  de  courbes  ;  ceux-ci  se  rencontrant 
en  des  points,  les  points  de  jcjnction  du  noyau  du  diagramme.  ÎNous 
supposerons  que  les  portions  de  surface  soient  simplement  con- 
nexes; car,  dans  le  cas  contiwire,  on  pourrait  ajouter  des  arcs  de 
courbe  aboutissant  sur  les  arcs  du  diagramme  et  qui  diviseraient 
les  portions  de  surface  en  morceaux  simplement  connexes.  Les 
arcs  de  courbe  ainsi  ajoutés  seraientalors  comptés  avec  les  autres. 

Considérons  maintenant  le  diagramme  lui-même.  Chaque  point 
de  jonction  est  entouré  d'une  variété  élémentaire  (un  élément  de 
volume  )  à  laquelle  nous  pourrons  donner  par  exemple  la  forme 
sphérique  ;   les  arcs  de   courbe  reliant  les  splières  sont  entourés 


(')  11  faut  remarquer,  cependant,  qu'il  n'existe  ^\a'une  surface  unilatère 
ayant  une  connexion  donnée  et  qu'il  faudrait  donc  aller  plus  loin  pour  obtenir  la 
forme  canonique  par  ce  moyen.  {Note  du  Traducteur.) 
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d'espaces  fili termes  attachés  aux  surfaces  sphériques  par  des 
petits  éléments  de  surface.  Appelons  ces  espaces  fils  ;  ils  peuvent 
être  tracés  par  un  élément  de  surface  se  déplaçant  d'une  des 
surfaces  sphériques  à  l'autre  ;  ceci  pevrt  se  faire,  d'ailleurs,  de  deux 
façons  essentiellement  différentes  (voir  ci-dessous,  §  XI). 

L'espace  entourant  un  élément  de  surface  du  diagramme  est  un 
espace  en  forme  de  plaque  limité  par  deux  éléments  de  surface 
formant  les  ccUés  de  la  plaque  et  par  une  surface  en  forme  de 
bande  de  même  connexion  qu'un  anneau  circulaire,  et  qui  forme 
le  bord  de  la  plaque.  Cet  espace,  que  nous  appellerons  vme 
plaque,  est  attaché  le  long  de  son  bord  à  une  bande  appartenant  à 
la  surface  de  la  variété  formée  par  les  lils  et  les  sphères  aux  points 
de  jonction  des  fils.  Supposons  que  le  diagramme  ait  en  tout 
«sphères  correspondant  aux  points  de  jonction,  b  fils  etc  plaques. 
A  l'aide  de  a  —  i  des  fils,  les  s])hères  peuvent  être  réunies  en  un 
seul  espace  élémentaire  auquel  on  peut  donner  la  forme  sphérique, 
et  de  cette  sphère  centrale  sortiront  alors  b  —  a  -+-  i  =  p  fils.  Sur 
cette  surface,  dont  la  connexion  est  2jo  -+-  i ,  se  trouvent  c  courbes 
fermées  le  long  desquelles  les  bords  des  plaques  doivent  être 
attachés. 

La  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  quun  tel  système 
de  fils,  cuec  des  courbes  d'attachement  pour  des  plaques^  puisse 
représenter  le  diagramme  d'uji  espace  fermé  est  celle-ci  :  que 
les  courbes  d'attachement  soient  form-ées  par  p  coupures  fermées 
qui  laissent  la  surface  du  système  de  fils  connexe. 

Car  la  condition  nécessaire  et  suffisante  exige  que  la  surface, 
après  l'addition  des  plaques,  soit  équivalente  à  la  surface  k  de 
l'espace  élémentaire  enlevé  par  le  percement,  c'est-k-dire  soit  de 
la  même  connexion  qu'une  surface  sphériqvie. 

Si  le  diagramme  correspond  véritablement  à  une  variété  fermée, 
les  deux  côtés  d'une  plaque  quelconque  correspondront  à  deux 
portions  simplement  connexes  de  la  surface  k.  Si  l'on  enlève  la 
plaque  du  diagramme,  la  connexion  de  la  surface  de  celui-ci  se 
modifie  en  tant  que  les  deux  côtés  de  la  plaque  sont  remplacés  par 
la  bande  le  long  de  laquelle  la  plaque  était  attachée,  et  qui  est 
équivalente  à  une  circonférence.  Pour  faire  subir  k  /,  la  même 
modification  de   connexion,    on  découpe    les    deux   éléments    de 


—   li)9  — 

surface  correspontlaiils  et  Von  relie  les  froiis  par  un  tiivau.  Si  1  on 
contniiie  ainsi  justprà  ce  (jiie  loiites  les  |)laques  soient  enlevées, 
/»"  est  remplacé  par  une  surlace  spliérique  munie  dautanl  cl  anses 
en  forme  de  tuyaux  qu'il  v  avait  de  plaques.  Cette  surface  doit 
avoir  la  même  connexion  que  la  surface  du  système  de  fils.  (Il  ne 
s'ensuit  /utilement  que  l'espace  limité  par  elle  doive  être  de  la 
même  connexion  que  le  svstème  de  fils  lui-même.)  Nous  pouvons 
en  conclure  que  le  nombre  des  plaques  doit  être  p.  Lu  relation 
entre  les  deux  surfaces  est  telle  que  les  liones  qui,  sur  la  surface 
du  svstème  de  fils,  passent  par  lune  des  p  bandes  d'attachement 
correspondent  aux  lignes  qui,  sur  l'autre  surface,  coupent  l'une  des 
jo  anses  (courbes  méridiennes).  La  surface  du  système  de  fils  ne 
cesse  donc  pas  d'être  connexe  lorsqu'on  enlè\e  les  bandes  d'atta- 
chement. 

On  voit  clairement  que  la  condition  énoncée  est  suffisante  si 
l'on  observe  qu'en  partant  de  deux  surfaces  fermées  et  équiva- 
lentes et  en  faisant  sur  chacune  (d'une  manière  quelconque j 
autant  de  coupures  fermées  que  possible  sans  séparer  la  surtace 
en  morceaux,  il  restera  deux  surfaces  équivalentes.  La  surface  qui 
reste,  quand  on  a  enlevé  de  la  surface  du  système  de  fils  les  p 
bandes  d'attachement,  estdonc  équivalente  à  une  surface  sphérique 
à  2p  trous.  La  surface  de  la  région  qu'on  obtient  en  attachant  les 
plaques  est  donc  équivalente  à  la  surface  sphérique  cpv'on  peut 
obtenir  en  fermant  les  ayj  trous  par  l'adjonction  d'éléments  de 
surface. 

X.     —    \  ARIÉTÉS    ORIEXTÉES. 

L'indicatrice.  —  Avant  de  continuer  l'examen  du  diagi'amme, 
il  faut  intercaler  quelques  remarques.  Trois  points  (  a,  b  et  c  )  sur 
une  courbe  fermée  suffisent  pour  déterminer  un  sens  positif  sur  la 
courbe  ;  sur  une  surface,  on  peut  iixer  un  sens  positif  de  rotation 
en  fixant  un  sens  positif  sur  une  petite  courbe  fermée  de  la  surface 
ne  se  coupant  pas  elle-même.  Or,  on  peut  ainsi  déterminer  un 
coté  positif  et  un  autre  négatif  de  la  surface  dans  la  partie  de 
l'espace  entourant  de  plus  près  la  petite  courbe  fermée.  Si  l'on 
étend  cette  détermination  à  toute  la  surface,  il  faudra  distinguer 
entre  surfaces  unilatérales  et  bilatères.  Et  voilà  un  champ  de 
recherches  à  étendre  aux  variétés  de  dimensions  plus  élevées;  les 
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directions  de  circulation  sur  les  courbes  et  lu  notion  des  côtés 
positifs  et  négatifs  des  surfaces  sont  des  notions  fondamentales  de 
la  topologie. 

Le  voisinage  d'un  point  sur  une  courbe  est  un  petit  arc  dont 
nous  désignerons  les  extrémités  par  i  et  2,  de  sorte  que  i ,  2  indique 
le  sens  positif  sur  l'arc  ;  nous  appellerons  12  une  indicatrice  de 
premier  ordre  (cf.  Dycv.,  Math.  A  nn.  ,Bd  32,  p.  473)  et  nous  dirons 
qu'une  courbe  munie  d'une  indicatrice  est  orientée.  Le  voisinage 
d'un  point  d'une  surface  est  un  élément  limité  par  une  petite 
courbe  fermée  ;  si  la  courbe  est  orientée,  l'élément  de  surface 
qu'elle  limite  est  appelé  une  indicatrice  de  deuxième  ordre. 
Dans  une  variété  à  3  dimensionsdéfinie  de  la  façon  susmentionnée 
le  voisinage  d'un  point  sera  limité  par  une  surface  de  tvpe  splié- 
rique  ;  si  l'on  juunit  celle-ci  d'une  indicatrice  de  deuxième  ordre, 
on  arrive  à  l'indicatrice  de  troisième  ordre  de  la  variété.  De  façon 
tout  à  tait  parallèle,  nous  pourrons  former  une  indicatrice  de 
quatrième  ordre  dans  T  ou  dans  une  variété  à  4  dimensions  que 
nous  obtenons  en  joignant  des  variétés  élémentaires  dans  T.  La 
définition  peut  être  étendue  aux  variétés  analyliquement  définies 
à  dimensions  quelconques,  mais  elle  sera  difficile  à  emjiloyer  sous 
cette  foruie  si  la  variété  ne  s'offre  pas  à  l'intuition.  Pour  nous,  les 
recliercbes  n'ont  donc  d'importance  que  lorsque  le  nombre  de 
dimensions  est  inférieur  à  5.  L'indicatrice  de  /i'^"'^  ordre 
contient  une  série  d'indicatrices  successives  des  ordres  n —  i, 
Il  —  2,  .  .  . ,  I ,  cette  dernière  étant  l'arc  12.  L'indicatrice  peut  être 
déplacée  dans  la  variété  ;  alors,  si  elle  est  ramenée  à  sa  position 
initiale,  on  peut  toujours  s'arranger  de  sorte  que  les  indicatrices 
successives  jusqu'à  celle  de  deuxième  ordre  reviennent  aussi.  Il 
existe  alors  deux  possibilités  :  ou  bien  i  2  peut  être  ramené  à  sa  posi- 
tion ancienne  12,  ou  bien  12  peut  être  placé  dans  la  position  21. 
Si  le  premier  cas  se  présente  pour  tout  déplacement  de  l'indi- 
catrice dans  la  variété,  celle-ci  est  appelée  bilatère  ;  sinon, 
unilatère .  Une  variété  bilatère  peut  être  orientée  de  deux  ma- 
nières ;  les  deux  variétés  sont  dites  opposées. 

J'avais  déjà  utilisé  ces  définitions  quand  je  vis  la  méthode  de 
Poincaré  {Analysis  situs.,  §  4  et  8)  ;  j'ai  continué  cependant  à  me 
servir  de  mes  propres  définitions,  puisque  celles  de  Poincaré 
visent  surtout  les  recherches  topologiques  sous  forme  analytique. 


J'ai  remarque  que  la  tlelluiLiou  qui  se  trouve  dans  le  Livre  de 
MM.  Picard  et  Siuiarl  (p.  2,i)  concorde  essentiellement  avec  la 
mienne  ;  mais  j  ai  préttiré  suivre  ici  ma  lorute  primitixc  (|ui  oiVre 
à  rintiiition  un  appui  plus  S(dide. 

Considérons  la  tronlière  dune  variété  M  à  n  dnHensu)ns,  bila- 
térale et  orientée,  et  su])[)osons  qu'elle  soit  orient(:e  à  l'aide  de 
l'indicatrice  de  la  variété  elle-même.  Ceci  se  tait  en  déplaçant 
par  déformation  continue  1  indicatrice  de  la  variété,  de  façon  que 
sa  frontière,  une  indicatrice  d'ordre  Ji —  i ,  se  trouve  placée  sur  la 
frontièi'e  de  M,  et  alors  l'indicatrice  d'oi'de  //  —  i  (avec  toutes 
celles  d'ordre  inférieur  qu'elle  contient)  peut  être  employée  pour 
orienter  la  frontière.  Inversement,  on  peut  d'une  manière  sem- 
blable orienter  la  variété  elle-même  à  l'aide  de  l'indicatrice  de  la 
frontière.  Dans  la  suite,  nous  exigerons  toujours  que  Ja  frontière 
soit  orientée  conforuiément  à  l'indicatrice  de  la  variété. 

(La  définition  usuelle  du  C(')té  positif  et  négatif  d'une  surtace, 
sur  la  base  de  sa  direction  positive  de  rotation,  suppose  qu'on  ait 
choisi  l'indicatrice  de  l'espace  ou  un  équivalent  de  celle-ci,  la 
main  droite,  une  montre,  ou  un  moyen  analogue.) 

^  Coins  orientés.   —   Envisageons   une  variété  à  m   dimensions 
définie  par  l'ensemble  des  points 

où  les  V  sont  des  variables  réelles  qui  ne  sont  assujetties  à  aucune 

condition  dans  leur  variation.  Le  point  (o,  o,  .  • .,  oj  est  appelé  (o). 

De  ce  point,  on  trace  vers  chacun  des  m  points  (rt),  (^),  .  .  .  ,  i k) 

les  demi-droites  A,  B,    ...,  K  [c'est-à-dire  les  segments  allant 

de  (o)  aux  autres  points  et  sur  chacun  desquels  on  [trend  pour 

direction  positive  la  direction  de  (o)  à  l'auti-e  extrémité].  Il  est 

supposé  que   les   m  points  aient  une    disposition   générale    telle 

que  le  déterminant 

A  =  |a,6,c,...,A"| 

soit  différent  de  zéro.  Dans  ce  cas,  si  p  désigne  un  nombre  entier 
compris  entre  i  et  /n,  on  peut  être  certain  de  ne  jamais  pouvoir 
faire  passer  une  variété  plane  àe  p  —  i  dimensions  à  travers  p  des 
lignes.  A  chaque  deuii-ligne  correspond  une  variété  plane  à  m  —  i 
dimensions    passant  par  les   autres    demi-lignes.   Les   m  variétés 
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planes,  avec  les  demi-lignes,  forjiient  ce  que  nous  appellerons  un 
Cûiii  à  m  dimensions  ayant  (o)  pour  sommet  et  les  demi-lignes 
pour  arêtes;  nous  l'appelons  orienté  si  l'ordre  par  lequel  les 
arêtes  sont  nommées  est  déterminé,  m, —  i  des  demi-lignes  déter- 
minent maintenant  dans  la  variété  plane  où  elles  se  trouvent 
un  coin  à  m —  i  dimensions,  et  ainsi  de  suite;  en  général. 
p  arêtes  quelconques  se  trouvent  dans  une  variété  à  p  dimensions 
contenues  dans  le  coin  donné  et  orienté  conformément  à  l'orien- 
tation de  celui-ci. 

Nous  pouvons  facilement  établir  une  liaison  entre  l'ordre  dans 
lequel  les  arêtes  sont  nommées,  et  la  détermination  de  l'indica- 
trice dans  la  variété  (y).  Comme  frontière  de  l'indicatrice,  choi- 
sissons par  exemple  la  variété  sphérique  S  {y-)  =  r'-.  Celle-ci  est 
coupée  par  l'arête  A  en  vin  point  «' ;  on  prend  le  voisinage  de  a', 
dans  la  frontière  de  l'indicatrice  d'ordre  m^  comme  indicatrice 
d'ordre  m  —  i  et  on  l'imagine  limitée  par  la  variété  définie  par 
l'intersection  de  'E.{y-)=^r-  avec  la  variété  plane  à  {m —  \) 
dimensions  contenant  B,  .  .  . ,  K.  Cette  variété  est  traitée  de  la 
même  manière  :  dans  la  frontière  de  l'indicatrice  d'ordre  m  —  i, 
le  voisinage  du  point  h'  où  B  coupe  la  variété  sphérique  est  pris 
comme  indicatrice  d'ordre  m  —  'i  et  limité  à  l'aide  de  la  variété 
plane  contenant  C,  ...,  K.  En  continuant  ainsi  suivant  l'ordre 
des  arêtes  déterminé  par  l'orientation  du  coin,  on  finit  par  une 
courbe  fermée  [intersection  de  2(j^-)  =  7-2  et  de  la  surface  qui 
contient  les  deux  dernières  arêtes  I  et  K].  Le  point  d'intersection 
de  I  est  appelé  /',  celui  de  K  est  appelé  i  ;  la  prolongation  néga- 
tive de  K  coupe  en  un  point  appelé  2.  Comme  indicatrice 
d'ordre  i ,  nous  prenons  l'arc  i  i'a  ;  et,  ainsi,  l'indicatrice  d'ordre  n 
est  déterminée.  La  relation  entre  celle-ci  et  le  coin  peut  être 
brièvement  indiquée  ainsi  :  la  première  arête  du  coin  rencontre 
la  frontière  de  l'indicatrice  en  un  point  de  l'indicatrice  d'ordre 
m  —  I  ;  sa  deuxième  arête,  en  un  point  de  l'indicatrice  d'ordre 
m  —  2,  ...;  sa  (in —  i  j>«'"e  ^^^^^  ^^^  y^^L  point  de  l'indicatrice 
d'ordre  i  ;  et,  enfin,  sa  nz"^""'  arête  au  point  i  et  au  prolongement 
négatif  de  celle-ci  au  point  2. 

Lorsque  nous  déplaçons  le  coin  d'une  façon  continue,  nous 
exigerons  que/?  arêtes  ne  doivent  jamais  se  trouver  dans  la  même 
variété   plane    i\  p  —  i    dimensions.    Si    le  sommet  du   coin    est 
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ticplacc  de  (o)  à  (f),  cl  si  les  arèlcs  (.lu  coin  sont  dclerniiurcs  par 
les  points  (a'),  {()'),  .  .  .,  (7.'),  le  détenuiaaiU 

A  =  |«'--  /,  b'—t,  .  .  .  ,  /v'— ^1 

aura  le  uu'uie  sij^ne  que  A  pour  la  posilioii  de  départ. 

Le  coin  peut  être  dé[)lacé  de  manière  que  les  m  —  i  j)rcniières 
arêtes  coïncident  avec  les  arêtes  correspondantes  d'un  coin  donné 
à  m  dimensions.  Suivant  que  la  rn^^'"'^  arête  peut  être  amenée  à 
coïncider  avec  la  m'*''"''  ou  non,  on  dit  que  les  coins  sont  de  même 
genre  ou  de  genre  opposé. 

Supposons  que  l'indicatrice  au  point  (}')  soit  déterjninée  confor- 
mément au  coin  de  coordonnées,  c'est-à-dire  au  coin  dont  le  sommet 
est  en  (o)  et  dont  les  arêtes  passent  par  les  points 

(  I,  o,  o,  .  .  .  ,  o), 
(o,  I,  o,  ....  o), 


(o,  o,o.  ..  .,  l). 


Ici,  A  =  î  ;  donc,  pour  tous  les  coins  orientés  conformément  à 
l'indicatrice  de  (y),  A'  sei^a  positif,  et  vice  versa. 

Comparaison  avec  la  tliéorie  de  Poi/icarê  {sinalysis  si  tus, 
§  8). — Une  variété  élémentaire  déterminée  (.iiialysis  sif.us,  §3) 

par 

•^i  =  9/(ji,JK2,  ...,y,n)         (/=  I,  î».,  ...,  m) 

conjointement  a\ec  des  inégalités  de  la  forme 

't'  'ji ,  y-- ,  •  •  ■ ,  Y'»  )  >  o 

peut  être  considérée  comme  l'image  d'une  variété  élémentaire  en 
(y)  déterminée  par  les  inégalités  <L  (y)  ^  o.  Nous  l'orienterons 
par  une  indicatrice  qui  est  l'image  de  celle  prise  dans  (y)- 

Nous  allons  indiquer  comment  on  peut  voir  que  notre  exposition 
concorde  avec  celle  de  Poincaré.  Le  problème  se  pose  ainsi  : 

Nous  nous  sommes  donné  deux  variétés  élémentaires  de  //i"""" 
ordre,  t'i  déterminé  par 

I  Jk  i   <   t^/o 
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et  nous  supposons  que  r,  et  Co  ont  une  variété  élémentaire  v'  en 
commun.  Poincaré  définit  alors  l'ordre  des  paramètres  z  par 
Tordre  des  paramètres  jk  —  o^i  ce  qui  est  essentiellement  la  même 
chose  :  l'ordre  des  y  par  l'ordre  des  z  —  en  exigeant  que  le  déter- 
minant fonctionnel 

'^(r\-.r-2 y  m) 

d(zt,  ^2,  •  ••  ,  -m) 

soit  positif  pour  les  points  de  v' . 

Nous  définissons  Tordre  des  z  en  exigeant  que  les  indicatrices 
dans  (•'  qui  correspond  aux  coins  de  coordonnées  dans  (y)  et  (z) 
soient  de  même  genre. 

Nous  démontrerons  que  ces  deux  définitions  donnent  le  même 
résultat.  Soient 

et 

deux  points  de  (y)  et  de  (z)  correspondant  au  même  point  de  c'. 
Considérons  le  coin  dans  ( z)  dont  le  centre  est  en  (^»)  et  dont  les 
arêtes  passent  par  les  j^oints 

/  rO  _i_  r/r      -"  ~f>  ^ 

V  -s  ,  -i-  «/  ,  ^^  ,    .........  ^.„,  )  , 

\~'n  "■>  -t-  «/  ,  .  .  .  ,  -s,„;, 


(-Î,         -!!, ,^;;, +  .//•), 


où  f/r  est  une  quantité  positive  infiniment  petite.  Le  déterminant 
A'  étant  ici  (dr)'"^  ce  coin  est  du  même  genre  que  le  coin  de 
coordonnées  dans  (z);  l'indicatrice  déterminée  par  lui  est  donc 
d'accord  avec  l'orientation  de  (z).  D'après  îiotre  définition,  on 
peut  déteruîiner  l'indicatrice  de  (y)  en  représentant  dans  (y)^  à 
l'aide  des  équations  (i  )  et  (2), la  partie  de  (z)  qui  correspond  à  r' et 
en  représentant  en  même  teuips  l'indicatrice  de  (:;).  Il  s'agit 
maintenant  de  démontrer  qu'un  coin  correspondant  à  l'indicatrice 
ainsi  construite  est  du  même  genre  que  le  coin  des  coordonnées 
lorsque  celui-ci  est  orienté  selon  la  définition  de  Poincaré.  Or,  ce 
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coin-là  est  dcliiii  par  le  l.iii  JuNoir  le  sommet  en  (}''*)  el  les  arêtes 
passant  par-  le>  points 

) 

où  les  indices  des  quotients  dilFérentiels  partiels  indiquent  qu'il 
faut  prendre  leurs  valeurs  au  point  (  -^o)-  ^'  ''^:  pour  ce  coin,  la 
valeur 


d{Zi,  Z2,    .  .  .  ,  2,n) 


(  dr)'", 


qui,  en  suivant  la  déiinition  de   Poincaré,  est  positive.  C'est  ce 
qu'il  fallait  démontrer. 

Un  écliange  de  deux  arêtes  du  coin  où  un  changement  de  la 
direction  positive  sur  une  arête  changent  le  genre  du  coin. 

XI.    —    Suite  de  l'exame.n    du   diigraaime   d  l>e   variété 

A     3     DIME>SIOXS. 

Retournons  au  diagramme.  Le  problème  à  résoudre  était  celui 
de  le  réduire  à  une  forme  normale  ;  je  n'ai  pas  réussi  à  en  trouver 
une,  mais  je  ferai  pourtant  quelques  remarques  sur  la  résolution 
du  problème. 

Premièrement,  quelle  est  la  condition  pour  que  la  variété 
fermée  à  3  dimensions  définie  par  le  diagramme  soit  bilatère  ? 
D'abord,  toute  courbe  fermée  qu'elle  renferme  peut  être  déformée 
en  une  courbe  complètement  contenue  dans  le  diagramme,  et  son 
parcours  dans  celui-ci  peut  encore  être  réduit  au  système  de  fils. 
La  condition  nécessaire  et  suffisante  sera  donc  que,  en  parcourant 
une  ligne  par  un  quelconque  des  fils,  on  revienne  à  la  sphère 
centrale  sans  que  l'indicatrice  ait  cliangé  de  genre.  Les  deux 
embouchures  d'un  fil  sont  des  éléments  de  surface  sur  la 
sphère  centrale.  Sur  le  contour  de  l'une  d'elles,   nous  fixons  une 
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direction  positive,  par  exemple,  celle  des  aiguilles  d'une  montre 
(vue  du  dehors).  En  déplaçant  la  courbe  fermée  le  long  de  la 
surface  du  fil,  jusqu'à  ce  cju'elle  coïncide  avec  le  contourde  l'autre 
embouchure,  on  fixe  sur  celui-ci  une  direction  positive  qui  est  ou 
bien  celle  des  aiguilles  de  la  montre,  ou  bien  celle  contraire. 
(On  suppose  toujours  que  la  sphère  centrale  se  trouve  dans  notre 
espace.  Dans  le  premier  des  deux  cas,  les  jonctions  des  bouts  de  fil 
av^ec  la  sphère  centrale  ne  peuvent  être  réellement  établies  dans 
notre  espace;  mais  elles  peuvent  l'être  dans  T.)  Dans  le  premier 
cas^  la  rarieté  est  êi>ideinrnent  luiilatère  ;  si  le  second  cas  est 
réalisé  pour  tous  les  fils,  la  variété  est  bilatère. 

On  peut  toujours  se  représenter  le  système  de  fils  pour  une 
variété  bilatère  comme  situé  dans  notre  espace;  en  coupant  un 
fil,  en  le  tordant,  et  ensuite  en  rejoignant  les  deux  bouts  convena- 
blement, on  peut  obtenir  que  les  bandes  d'attachement  courent  le 
long  de  la  surface  du  fil  sans  s'enrouler  autour  de  celui-ci. 

Le  diagramme  peut  être  transformé  en  formes  équivalentes  par 
déformations  continues  ;  mentionnons  en  particulier  : 

1.  Les  bandes  d'attachement  peuvent  être  déplacées  arbitraire- 
ment sur  la  surface  du  systèuie  de  fils,  pourvu  que  les  bandes  ne 
se  touchent  jauiais  les  unes  avec  les  autres. 

2.  Chacune  des  embouchures  de  fils  peut  être  déplacée  le  long 
de  la  surface  formée  par  la  sj)hère  centrale  et  \e?,p  —  i  fils,  pourvu 
que,  en  se  mouvant,  elle  ne  passe  à  travers  aucune  bande  ;  les 
bandes  qui  passent  par  l'embouchure  de  fil  en  question  doivent  la 
suivre  et  se  déplacer,  d'ailleurs,  conformément  à  1. 

3.  Les  bandes  d'attachement  peuvent,  en  dehors  du  déplacement 
mentionné,  en  1,  en  su])ir  un  autre  par-dessus  un  des  côtés  d'une 
plaque.  J^elfet  d'un  tel  déplacement  peut  être  réalisé  par  l'opération 
suivante  :  sur  la  bande  que  l'on  veut  déplacer,  on  introduit  un 
coude  cjue  l'on  allonge  vers  un  point  de  la  bande  correspondant  à 
la  plaque;  puis  on  coupe  la  première  bande  à  l'extrémité  du  coude 
et  l'on  intercale  une  courbe  qui  suit  la  seconde  bande  dans  toute 
sa  longueur. 

A  l'aide  de  ces  déplacements,  on  peut  opérer  un  grand  nombre 
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lie  simplifications  sur  le  diaj^rainme.  Si.  par  exemple,  une  haudc 
revient  dune  embouchure  de  fil  à  la  même  sansa\oir.  entre  temps, 
passé  par  d'autres  (ils,  le  coude  ainsi  formé  par  la  liande  peut  «'ti"e 
enlevé.  Si,])armiles  liU  parcourus  par  une  hande,  il  v  en  a  un  qui 
est  parcouru  une  seule  lois,  on  peut,  par  les  déplacements  !2, 
obtenir  que  cette  bande  parcoure  une  seule  fois  le  fil  en  question 
sans  en  parcourir  d'autres.  De  plus,  on  peut  obtenir  <  par  les 
déplacements  3)  que  toutes  les  autres  bandes  soient  enlevées  du 
fil.  Ceci  fait,  le  fil  peut  évidemment  être  déformé  (avec  la  plaque 
qui  correspond  à  la  bande  )  de  façon  à  rentrer  dans  la  sphère  cen- 
trale ;  il  est  désormais  sans  intérêt.  Je  crois  que  la  condition 
mentionnée  ptnir  qu'un  fragment  de  bande  puisse  être  enlevé  du 
diagramme  est  aussi  une  condition  nécessaire,  mais  je  n'ai  pas 
réussi  à  le  prouver  d'une  façon  tout  à  fait  incontestable. 

On  pourrait  être  tenté  de  croire  que,  pardéformation  continue, 
on  réussirait  à  séparer  les  p  bandes  de  manière  que  chacune 
parcoure  à  elle  seule  un  des  p  fils.  Mais  on  peut  prouver  que 
cela  est  impossible;  et  c'est  pourquoi  le  problème  de  réduire  le 
diagramme  à  une  forme  normale  est  probablement  très  difficile. 
Nous  nous  bornerons  à  considérer  des  cas  où  la  séparation  peut 
être  opérée,  mais,  préalablement,  nous  mentionnerons  brièvement 
les  dijfi'ventes  classes  de  courbes  (\\x'\  ^euyenl  èlre  tracées  sur 
un  tore  dans  l'espace  ordinaire  sans  le  diviser  en  parties; 
nous  compterons  dans  une  classe  toutes  les  courbes  qui  puissent, 
par  déplacements  continus,  être  transformées  les  unes  dans  les 
autres. 

La  première  classe  comprend  les  courbes  méridiennes  qui 
parcourent  la  surface  du  tore  ;  elles  peuvent  servir  de  frontières 
à  des  fragments  de  surface  simplement  connexes  situés  entièrement 
dans  l'espace  intérieur  à  la  surface  ;  nulle  autre  parmi  les  courbes 
considérées  n'a  cette  propriété.  Une  autre  classe  est  formée  par 
les  courbes  de  latitude  définies  ])ar  le  fait  qu'elles  peuvent  con- 
stituer la  frontière  de  fragments  de  surface  simplement  connexes 
situés  dans  l'espace  extérieur  à  la  surface  du  tore.  En  traçant  une 
Courbe  méridienne  ).  et  une  courbe  de  latitude  ,8  (sur  chacune 
desquelles  un  sens  positif  a  été  déterminé),  on  peut  construire  de 
nouvelles  classes  de  coupures  en  rond  ;  on  circule,  par  exemple, 
H  fois  le  long  de  |j  en  direction  positive  ;  ensuite  on  ferme  la  courbe 
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par  une  ligne  le  long  de  ).,  en  direction  ou  positive  ovi  négative  ; 
désignons  une  telle  courbe  par  [/i|i±A].  De  façon  parallèle, 
[|5i  ±:  /i  a]  signifie  une  classe  de  courbes  représentée  par  une  courbe 
circulant  une  lois  le  long  de  [i,  mais  qui,  avant  d'être  fermée, 
effectue  n  circulations  le  long  de  K.  En  coupant  le  tore  par  une 
coupure  à  travers  une  courbe  méridienne,  on  pevit  le  tordre  de 
façon  à  donner  n  tours  à  l'une  des  extrémités  dans  une  direction 
convenable;  et  en  assemblant  de  nouveau  les  bouts  de  juste  façon, 
on  pourra  réduire  la  courbe  k  une  courbe  de  latitude  (lacovirbe  de 
latitude  primitive  cesse  naturellement  d'en  être  une).  La 
classification  complète  est  assez  difficile,  et  il  n'v  a  aucune  raison 
de  poursuivre  en  cet  endroit  notre  étude  de  plus  près. 

Un  fil  sur  le  diagramme  peut  être  transformé  en  un  tore 
rattaché  à  la  sphère  centrale  par  un  cylindre.  Sur  la  surface  de 
celui-ci  court  la  bande  d'attachement  qui  j  appartient;  elle  suit 
une  des  courbes  qui  viennent  d'être  mentionnées.  Car,  selon  nos 
données,  chaque  bande  pouvait  être  amenée  k  parcourir  chacune 
son  propre  fil.  Si  la  bande  estime  courbe  de  latitude^  le  tore  et  la 
plaque  peuvent,  comme  il  a  été  déjk  mentionné,  être  rentrés  dans 
la  sphère  centrale  et  ne  jouent  alors  aucun  rôle.  Le  cas  où  toutes 
les  bandes  sont  des  courbes  méridiennes  est  particulièi-ement 
simple,  et  la  situation  est  tout  k  fait  analogue  k  celle  rencontrée 
dans  notre  examen  des  '  surfaces.  Figurons-nous  le  diagramme 
placé  dans  notre  espace  et  celui-ci  placé  dans  T  ;  on  forme  faci- 
lement un  espace  fermé  qui  a  pour  diagramme  le  diagramme 
donné.  Si  une  plaque  doit  être  attachée  k  une  bande,  nous  la  pla- 
çons dans  T  au-dessus  de  notre  espace  P,  de  sorte  que  sa  projec- 
tion sur  P  coïncide  avec  un  des  éléments  de  surface  limités  par 
la  bande  et  intérieurs  au  diagramme.  Le  bord  de  la  surface  est 
recourbé  vers  notre  espace  et  attaché  au  diagramme  le  loni;  de  la 
bande.  Maintenant,  figurons-nous  chaque  tore  transformé  en  un  fil 
et  rendons  laplaqueplusépaisse,  de  sorteque  la  bande  d'attachement 
occupe  toute  la  surface  du  fil.  La  variété  ainsi  construite  peut  être 
fermée  en  ajoutant  une  variété  élémentaire  dont  lapi^ojection  estla 
sphère  centrale.  INous  sommes  ainsi  arrivés  à  une  forme  qui  corres- 
pond exactement  k  la  forme  normale  de  Klein  pour  les  surfaces  Le 
contour  sur  P  de  la  variété  k  3  dimensions  est  formé  précisément 
par  une  telle  surface  et  la  variété  consiste  en  outre  en  deux  parties 
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(loal  les  |)n)|('rt ions  smil  loiik-s  ilciix  le  solide  de  P  liiiiilL-  par  le 
contour;  V wnc  des  parties  est  située,  par  exeiiiplr,  au-ticssus  de  P, 
l'autre  au-dessous.  On  peut  dire  que  cette  variété  est  construite  en 
ajoutant  un  certain  nonil)re  d'anses  à  un  espace  spliérique.  Une 
telle  anse  est  formée  en  retirant  deux  variétés  élémentaires  de 
l'espace  spliérique;  la  frontière  de  l'une  d'entre  elles  étant 
déplacée  hors  de  l'espace  spliérique  et  ensuite  ramenée  de  façon 
à  coïncider  avec  la  frontière  de  l'autre,  de  manière  que,  bien 
entendu,  la  variété  devienne  bilatère.  Le  voisinage  d'une  courbe 
fermée  dans  T  est  limité  par  vm  espace  du  genre  que  nous  venons 
de  décrire. 

Toute  surface  fermée  dans  T  est  entourée  d'une  variété  à  4  di- 
mensions, limitée  par  une  variété  à  3  dimensions  que  nous  appel- 
lerons V enveloppe  èe  la  surface.  (De  pareille  manière,  on  détermine 
l'enveloppe  d'une  variété  fermée  quelconque  ou  d'un  point  situé 
dans  une  variété  donnée.)  Déterminons  maintenant  le  diagramme 
de  l'enveloppe  d'une  surface  de  tore  dans  T.  Elle  se  compose  de 
3  fils;  chacune  des  trois  bandes  jjarcourt  deux  d'entre  les  fils  deux 
fois  en  directions  opposées.  On  peut  s'en  figurer  l'aspect  en  plaçant 
le  centre  de  la  sphère  centrale  à  l'origine  des  coordonnées  d'un 
système  rectangulaire  dans  notre  espace,  et  en  faisant  suivre  au  fil 
les  trois  axes  qu'on  s'imagine  prolongés  à  travers  l'infini.  Les  lignes 
d'intersection  des  fils  avec  les  trois  surfaces  de  coordonnées  indi- 
quent alors  le  cours  des  bandes.  Voilà  un  exemple  de  dia- 
gramme où  les  bandes  ne  peuvent  être  amenées  à  parcourir  chacune 
son  fil.  Cediagramme  est  du  même  genre  que  l'exemple  mentionné 
par  MM.  Picard  etSimart  (Chap.  II,  n"  18).  On  obtient,  d'ailleurs, 
de  pareils  diagrammes  pour  les  enveloppes  de  surfaces  fermées 
dans  T.  Cependant  la  variété  des  diagrammes  n'est  pas  épuisée  par 
ces  exemples. 

_\ous  avons  considère-  un  diagramme  formé  d'un  tore  sur  la 
surface  duquel  la  ligne  d'attachement  décrivait  une  courbe  méri- 
dienne ;  mais  son  parcours  peutse  faire  d  une  infinité  de  manières. 
Considérons  seulement  un  exemple  (auquel  nous  reviendrons  plus 
tard)  où  la  ligne  d'attachement  est  une  coî^/*6e  [a  j3  H- X]  ;  en 
aplatissant  le  tore  de  sorte  que  la  bande  en  détermine  le  bord,  on 
obtient  la  surface  unilatère  bien  connue  de  Miibius. 

Comme  il  a  été  déjà  dit,  le  noyau  du  diagramme  indique  les  cou- 

XI.IV.  14 
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pures  (lignes  et  éléments  de  surface)  qu'il  faut  tracer  pour  rendre 
la  variété  simplement  connexe.  Pour  déterminer  ces  coupures, 
nous  pouvons  d'ailleurs  suivre  un  chemin  un  pendillèrent  en  nous 
rappelant  que  le  diagramme  est  équivalent  à  la  variété  percée.  Car 
pour  rendre  celle-ci  simplement  connexe,  on  peut  d'abord  percer 
un  canal  à  travers  chacune  des  p  plaques;  ensuite,  on  coupe  les 
lils  par  des  éléments  de  surlace  ayant  chacun  pour  frontière  une 
courbe  méridienne,  et,  pour  que  celles-cideviennent  des  coupures 
du  diagramme,  on  doit  à  chaque  point  d'intersection  d'une  bande 
avec  une  courbe  méridienne  ajouter  à  la  surface  correspondant  à 
celle-ci  une  sorte  de  langue  allant  dans  la  plaque  jusqu'au  canal 
qui  perce  la  plaque. 

Donc,  en  un  pareil  point  d'intersection,  le  bord  de  la  surface  de 
coupure  passe  de  la  courbe  méridienne  jusqu'au  canal  le  long 
d'un  côté  de  la  plaque;  il  entre  le  long  du  canal  et  revient  à  la 
courbe  méridienne  le  long  de  l'autre  côté  de  la  plaque.  Inverse- 
ment, ce  système  de  coupures  peut  être  considéré  comme  un 
diagramme  de  la  variété  primitive  si  Ton  se  ligure  comme  restantes 
les  parties  enlevées.  Les  canaux  deviennent  alors  des  fils  sortant  de 
la  variété  enlevée  par  le  pointage  primitif;  les  coupures  de  surfaces 
deviennent  des  plaques.  Il  y  a  une  sorte  de  dualité  entre  les  deux 
diagrammes  :  les  fils  de  lun  correspondent  aux  plaques  de  l'autre 
et  vice  versa;  si  un  certain  nombre  de  bandes  parcourent  un  fil, 
autant  de  Iragments  de  bandes  limitent  la  plaque  qui  y  appartient; 
si  un  certain  nombre  de  plaques  délinissent  des  bandes  sur  un  cer- 
tain fil,  autant  de  fils  auront  des  bandes  d'une  certaine  plaque,  etc. 
Cette  dernière  méthode  pour  construire  lediagramme  a  été  employée 
j)ar  Betti. 

Si  l'on  ferme  le  diagramme  en  rattachant  sa  surface  à  celle  d'une 
sphère,  on  obtient,  comme  nous  l'avons  dit,  une  variété  équivalente 
à  la  variété  donnée.  Les  parties  peuvent  d'ailleurs  être  séparées 
d'une  façon  un  peu  différente;  au  lieu  de  joindre  les  plaques  au 
système  de  lils,  on  peut  les  joindre  de  leurs  deux  C()tés  à  la  surface 
de  la  sphère.  On  obtient  ainsi  un  corps  k  p  anses,  tout  à  fait  sem- 
blable au  système  de  fils.  La  surface  de  ce  corps  se  joint  à  la  sur- 
face du  système  de  fils  ;  il  suffit  de  connaître  sur  la  surface  du  corps 
le  système  de  coupures  annulaires  (ne  morcelant  pas  la  surface) 
correspondant  aux  courbes  ^  sur  la  surface  du  système  de  fils,  elle 
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sysIciMC  coiTcspomliuit  ;iu\  courbes  A.  I*;ir  evcinplc,  deux  lorcs 
(loul  les  li'oiil  lères  soni,  |oinles,  de  soric  ([iie  les  eoiiihes  mci'i- 
diennes  couvrent  les  combes  de  latitude  et  vice  vmrsa^  correspon- 
dront à  un  diagi'auiine  dont  le  (il  a  pour  l)ande  une  courbe  de  lati- 
tude. La  variété  elle-même  est  équivalente  à  un  espace  spliérique. 
Ceci  concorde  a\ec  le  fait  que  l'espace  à  Tintéricur  d'un  tore  peut 
être  transformé  en  l'espace  extérieur,  de  manière  que  les  courbes 
de  latitude  sur  la  surlace  deviennent  les  courbes  méridiennes  et 
vice  versa^  le  tout  sous  la  condition  que  la  réi^ion  à  rinliui  soit 
considérée  comme  un  point,  de  sorte  que  tout  ce  qui  tombe  liors 
d'une  certaine  surface  spliérique  puisse  être  imagé  par  inversion 
à  l'intérieur  de  celle-ci.  Autre  exemple  :  deux  espaces  intérieurs 
à  des  tores  dont  les  frontières  sont  jointes  de  façon  que  les  courbes 
de  latitude  couvrent  les  courbes  de  latitude,  et  les  courbes  méri- 
diennes, les  courbes  méridiennes;  nous  avons  alors  la  variété  équi- 
valente à  l'enveloppe  d'une  courlje  termée  dans  T.  Clioisissons 
enlin  deux  tores,  où  les  courbes  de  latitude  et  méridiennes  de  l'un 
correspondent  aux  courbes  [2[i  +^^]  et  ji  de  l'autre  ;  ceci  corres- 
pond au  diagramme  sus-mentionné  avec  la  ])an(le  d'attachement 

Mentionnons  aussi  une  circonstance  qui  rend  la  théorie  plus 
diflicile  dans  le  cas  où  le  nombre  des  dimensions  dépasse  2.  Si 
sur  le  diagramme  d'une  surface  fermée  bilatérale  on  tranclie  une 
anse,  la  jonction  après  coup  ne  peut  se  faire  essentiellement  que 
d'une  seule  façon  si  la  surface  doit  rester  bilatère;  on  revient 
donc,  sans  doute,  en  refaisant  la  jonction,  à  un  (îiagramine  équiva- 
lent au  premier.  Si,  par  contre,  on  a  une  variété  k  3  dimensions, 
comme  celle  qui  constitue  la  frontière  du  voisinage  d'un  tore 
dans  T,  cette  variété  pourra  être  tranchée  par  un  toi'e  (correspon- 
dant à  une  cour])e  méridienne  sur  la  surface  dont  (ui  examine 
l'enveloppe).  Cependant^  la  jonction  peut  se  refaire  de  façons 
infiniment  nombreuses  et  essentiellement  différentes  :  [i  et  \ 
sur  l'une  des  frontières  peuvent  être  jointes  à  deux  (juelconques 
des  coupures  annulaires  sus-inentionnées,  pourvu  seulement  que 
celles-ci  se  coupent  en  un  point. 
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XII.    Co\IPARAISO:\'  AVEC  DES  EXPOSITIOJXS  AZVTÉRIEURES. 

Eu  comparant  les  résultats  ainsi  obtenus  avec  les  expositions 
antérieures,  nous  nous  bornerons  principalement  aux  Ouvrages 
suivants  (que  nous  désignerons  pour  plus  de  commodité  par  des 
abréxia lions  )  : 

1.  RiExrAxx,  Fragment  aus  der  inalysis  situs  (Fragm.XXIX) 
(Gesamrnelte  mathematisc/ie  li  erlœ,  2™^  édition,  par  H.  ^\  eber, 
1892).  —   Désigné  parR..  Fr. 

2.  Betti,  Sugli  spazi  di  un  numéro  qualunque  di  dimenûoni 
{^Annali  di  Matematica,  2°"'  série,  vol.  IV,  1871).  —  B.,  Spz. 

3.  PoiycxnÉ,  A  nalj  sis  situs  (Journalde  VEcole  Polytechnique, 
2""=  série.  Cah.  I,  189.5  ).  —  Pooc,   A.  S. 

A.  PicAiii),  Mémoire  sur  la  théorie  des  fonctions  algébriques 
de  deux  variables  (Journal  de  Lioiiville,  4""^  série,  vol.V,  1889). 

—  Pic,  Mém. 

o.  Picard  et  Simart,  Théorie  des  fonctions  algébriques  de 
deux  variables  indépendantes,   vol.   I,  1897;  surtout   Ghap.  2. 

—  P.  et  S. 

Les  Ouvrages  de  \\  .  JJyck  dans  les  Math.  ^Inn.,  vol.  XXXU  et 
XXX\  II  (  IJeitràge  zur  Ajialysis  situs,  1888  et  1890)  suivent 
une  autre  direction  que  celle  de  nos  rechercbes  ici;  il  n'y  a  donc 
pas  de  raison  pour  faire  ici  une  comparaison. 

Une  ci'itique  du  fragment  de  Pviemann  serait  injuste,  puisqu'il 
ne  contient  que  des  esquisses  pi^ovisoires  qui  n'ont  pas  été  des- 
tinées à  la  publication.  D'ailleurs,  à  propos  d'erreurs  chez 
Pviemann  et  Betti,  on  peut  souvent  se  borner  à  mettre  en  pai\il- 
lèle  les  recherches  en  question  et  celles  qui  y  correspondent  mo- 
difiées chez  MM.  Picard  et  Poincaré;  en  de  tels  points,  une  cri- 
tique détaillée  serait  donc  superflue  et,  de  plus,  difficile,  les 
définitions  étant  souvent  très  vagues  chez  eux. 

Il  faut  d'abord  examiner  la  question  de  la  définition  des  va- 
riétés. Dans  Riemann,  aucune  définition  ne  se  trouve  donnée. 
Betti  a  compris  qu'il  faut  se  placer  sur  une  base  analytique  pour 
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pouvoir  drdnir  une  vaiit'-U'-  ù  //  dimensions  fB.,  Spz.,  i  "=  Paiiie); 
la  pensée  est  eapable  de  généraliser  la  notion  de  t'onclion  à  un 
nombre  quelconque  de  variables  indépendantes,  niais  la  laculté 
d'intuition  n'est  pas  en  état  de  généraliser  également  la  notion  de 
Tespace  à  3  dimensions.  Cependant,  la  définition  est  donnée 
d'une  façon  un  peu  trop  vague  pour  que  les  recherches  suivantes 
puissent  devenir  exactes.  Pour  voir  quels  développements  et 
quelle  précision  il  faut  donner  à  la  définition,  on  peut  la  comparer 
à  la  belle  exposition  donnée  par  Poincaré  (Poiivc.,  A  •  'S'.,  §  1,  2,  3, 
4  et  8),  laquelle  constitue  le  véritable  modèle  de  la  méthode 
à  emplover  dans  les  recherches  de  ce  genre,  travaillées  jusqu'à  la 
clarté  et  dont  l'utilité  pour  la  Science  est  prouvée. 

Chez  Riemann  ainsi  que  chez  Betti,  la  définition  des  nombres 
de  connexion  s'appuie  sur  une  idée  analogue  à  celle  sur  laquelle 
Riemann  lui-même  appuie  sa  définition  des  Jiombres  de  connexion 
d'une  surface  (R.,  Fr.:  Es  saraa,,  rto,  .-.««.•.•  ;  et  B.,  Spz., 
3*^  Partie  :  Per  giustiliare...).  On  peut  s'étonner  que  Poincaré 
expose  la  définition  des  nombres  de  connexion  sans  cette  justifi- 
cation(^J.  S.,  §0  et  6),  mais  chez  MM.  Picard  et  Simart,  la 
question  se  trouve  traitée  au  Chapitre  2,  n°'  12  et  13.  Au  n°  12, 
on  trouve  le  «  lemrae  »  de  Riemann  sous  une  forme  précisée(chez 
Poincaré,  cela  se  trouve  principalement  sous  la  forme  de  l'assertion 
que  les  homologies  peuvent  être  additionnées  comme  des  équations) . 
Si  l'exposition  du  n"  13  diffère  de  celle  de  Riemann-Betti,  c'est 
qu'il  y  a  une  lacune  dans  le  raisonnement  de  celle-ci.  Car  pour 
pouvoir  vraiment,  de  la  manière  décrite  (B.,  Spz.,  3"  Partie  : 
Le  t  spazi  chiusi...),  remplacer  successivement  les  A  par  les  B, 
il  faut  être  sûr  que  les  A  et  les  B  peuvent  être  accouplés  par 
deux,  de  sorte  que  les  couples  constituent  chacun  une  partie  de 
la  frontière  (ou  toute  la  frontière)  de  la  variété  de  (m  +  i)'*"® 
dimension.  La  possibilité  de  ceci  peut  être  prouvée  parles  homo- 
logies de  Poincaré;  cependant  il  n'y  a  pas  lieu  d'exposer  cela  plus 
longuement,  puisque  l'idée  fondamentale  d'une  telle  démonstra- 
tion coïncide  essentiellement  avec  l'exposition  chez  P.  et  S., 
Chap.  II,  n°  13. 

Il  faut  i-emarquer.  au  demeurant,  que  la  définition  n'est  justifiée 
que  quand  on  aura,  en  outre,  prouvé  qu'un  système  de  variétés 
comme  celui  qui  est  mentionné  dans  la  définition  existe  vérita- 
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blement.  Ici  les  expositions  modernes  (P.  et  S.,  Cliap.  II, 
n°  11  et  Poiivc.,  A.  S.,  §  5  et  6)  ne  semblent  pas  suffisam- 
ment claires.  La  définition  du  nombre  de  connexion  p 
dépend  et  de  la  manière  dont  on  définit  les  variétés  V,, 
Vo,...  y  mentionnées,  et  de  l'importance  accordée  aux  mots  : 
«  former  frontière  ».  \\,,  ^2?•••  doivent  être,  entre  autres, 
hilatères  ;  de  plus,  elles  doivent  être  ce  que  nousappelons 
orientées,  et  il  est  exigé  que  ces  orientations  concordent 
(comme  nous  disons)  avec  l'orientation  de  la  variété  limitée  par 
elles  (P.  et  S.,  Ghap.  II,  n"  8).  Si  l'on  maintient  ces  exigences  à 
la  lettre,  on  rencontrera  des  difficultés.  Sur  la  surface  d'un  tore, 
une  courbe  méridienne  A  et  une  courbe  de  latitude  [i  (toutes 
deux  munies  d'un  sens  positif)  ne  forment  pas  frontière,  comme 
on  le  suppose  généralement,  avec  toute  courbe  fermée  de  la  sur- 
face ne  formant  pas  frontière  à  elle  seule,  même  pas  s'il  est  permis 
de  compter  ^,  /, ,  fois  et  A,  Ao  fois.  Elles  ne  peuvent  par  exemple 
former  avec  [p  + a]  la  frontière  d'aucun  fragment  de  surface  si 
l'on  persiste  à  exiger  la  dépendance  entre  l'indicatrice  du  fragment 
de  surface  et  celle  de  la  frontière.  En  général,  on  ne  voit  pas  tout 
H  fait  clairement  ce  que  signifie  l'expression  :  les  courbes  sur  une 
surface  forment  frontière  lorsque  celles-ci  se  coupent.  Une  petite 
courbe  fermée  et  plane,  de  la  forme  du  cliilTre  8,  forme-t-elle 
frontière  avec  aucune  partie  de  la  surface  ?  La  réponse  :  oui,  ne 
pourra  en  tout  cas  être  obtenue  que  par  des  adjonctions  artifi- 
cielles. Si  nous  dessinons  un  cercle  autour  de  la  courbe,  on  pourra 
fixer  sur  celle-ci  deux  directions  positives  difterentes.  Laquelle 
d'entre  celles-ci  formera  frontière  avec  la  courbe  donnée  ?  Nous 
rencontrons  exactement  les  mêmes  difficultés  avec  les  homo- 
logies  de  Poincaré  (Poing.,  A.  S.,  §  5).  Nous  croyons  pouvoir 
les  écarter  par  la  définition  suivante  (  '  )  : 

(')  Je  n'ai  pas  pu  suivre  les  objections  de  M.  Heegaard.  peut-être  à  cause  d'une 
conception  difterente  du  mot  «  forme  frontière  ».  Quant  à  l'exemple  des  courbes 
sur  le  tore,  il  est  vrai  que  |î -f- X  ne  forme  pas  frontière  avec  f;  et  X  et,  par  con- 
séquent, que  nous  n'avons  pas  l'homologie 

Mais  ji  -+-  A  forme  frontière  avec  —  |i  et  —  a;  donc,  nous  avons 

[  |b  4-  A  ]  —  |J  —  A  '^  o 
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Ln  svslème  de  vari(''l('sà  ///  (linicnsioiis  \  ,.  \  o,  ...  est  coiisidr-ré 
coiiimc  lioinolo^ue  à  un  antre  système  de  variétés  à  m  dmieusioiis 
\\  , ,  W  o,  ...,  toutes  situées  dans  une  variété  S«  : 


V,  +  V,  +  .. 


^^ 


Wo 


si,  par  déformation  continue  dans  S,,  au  premier  système,  on  peut 
réduire  celui-ci  soit  tout  simplement  au  dernier  système 
(aver  les  indicatrices  correctes),  soit  à  un  système  qui  peut 
être  dérivé  de  l'autre  ])ar  les  deux  espèces  de  modili cations  sui- 
vantes :  ou  l)ien  on  trace  dans  la  variété  à  m  dimensions  quelques 
coupures  fermées  à  ni — i  dimensions,  on  écarte  les  frontières 
ainsi  créées  en  les  rattacliant  (l)i latéralement)  à  des  variétés  à  m 
dimensions  qui  peuvent  être  divisées  en  deux  groupes  ;  les  parties 
de  lun  des  groupes  se  trouvent  toujours  infiniment  près  de  celles 
de  l'autre  et  sont  orientées  de  la  façon  opposée;  ou  bien  on  enlève 
le  voisinage  de  quelques  variétés  dont  le  nombre  de  dimensions  est 
inférieur  à  //?  —  i ,  et  Ton  écarte  les  frontières  ainsi  créées  en  les 
rattacliant  à  des  variétés  qui  sont  infiniment  près  de  coïncider 
avec  des  variétés  d'un  nombre  de  dimensions  inférieur  à  m.  Si 
A  ,.  \  o  ...  sont  homologues  à  l'enveloppe   d'un  point,   on  les  dit 


[  |i  +  A  ]  ^  |i  +  À, 

ce  qui  est  bien  ce  qu'il  faut. 

La  petite  courbe  en  forme  du  ciiiffre  S  est  bien  homologue  à  o  puisqu'elle  est 


la  frontière  de  la  région  A  —  B  {voir  la  figure)  où  les  sens  de  A  et  B  sont  déter- 
minés comme  dans  la  figure.  {IS'ote  du  Traducteur.) 
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homologues  à  o  :  V  ,  +  \  o  +  ...  '^^  <>.  (  Les  variétés  ajoutées  n'au- 
ront pas  d'imporrance  pour  les  inlégrales  leur  appartenant.) 

Donnons  avec  des  explications  plus  détaillées  quelques 
exemples  :  Une  surface  s])héri(|ue  entermant  deux  surfaces  sphé- 
ricjues  (toutes  orientées  de  telle  manière  cpie  leurs  indicatrices 
aient  le  même  genre)  peut  être  réduite  à  celles-ci  réunies  par  un 
tujau  infiniment  mince.  Ces  dernières  peuvent  de  leur  côté  être 
réduites  à  la  première  lorsque,  après  l'avoir  cou])ée  le  long  d'un 
grand  cercle,  on  a  rattaché   les  bords  à  deux  plaques  circulaires. 

Il  en  est  de  même  pour  une  surface  sphérique  enfermant  la  sur- 
face d'un  tore  convenablement  orientée. 

Les  courbes  [|^j  +  ^]  sur  la  surface  d'un  tore  peuvent  être 
a'éduites  aux  courl>es  [,S]  et  [X]  lorsqu'on  a  tranché  celles-ci  en 
leur  point  de  rencontre  et  rejoint  les  bouts  par  deux  petits  arcs, 
l'un  à  C(Ué  de  l'autre. 

Dans  B..  Spz.,  4^  et  V  Partie,  on  trouve  des  recherches  qui  ne 
se  retrouvent  pas  chez  les  auteurs  postérieurs,  aussi  ne  faut-il  pas, 
comme  nous  allons  le  voir,  trop  s'y  lier.  Cependant,  le  théorème 
plusieurs  fois  proposé  p„i  r=y>„_,„  {voir  ci-dessous)  est  proba- 
blement inspiré  par  ces  recherches  {Cf.  B.,  Spz..,  ;y  Partie: 
«  Ora  ciascuno  degli  spazi  A  sara  intersecato  da  una  e  da  una  sol- 
tanto  délie  sezioni  trasverse  di  Ji  —  m  dimensioni  che  fanno  parte 
<li  quelle  che  rendo  R  semplicemente  connesso  ».)  Dans  la  4*^  Partie 
se  trou\e  la  déhnition  de  coupes  transversales  (sezione  trasversa) 
€n  variétés  à  frontière;  on  exige  que  la  frontière  de  la  cou])e  trans- 
versale tombe  entièrement  sur  celle  de  la  variété.  Ensuite  on 
expose  comment  une  variété  (si  elle  est  fermée,  il  faut  d'abord  la 
percer)  peut  par  définition  continue  perdre  une  dimension,  c'est- 
à-dire  que  Betti  expose  ce  c]ue  nous  avons  appelé  le  diagramme 
tout  en  le  considérant  seulement  comme  équivalent  à  la  variété  don- 
née (percée);  mais  sans  remarquer  cjue  le  diagramme  fournit 
des  coupures  rendant  la  variété  simplement  connexe.  Il  avance  le 
théorème  suivant  :  <i  Aucun  des  nomijres  de  connexion  d'une 
variété  fermée  n'est  modifié  par  un  percement,  sauf  celui  d'ordre 
le  plus  élevé,   qui    est   augmenté    de  s  par   s  +  i   percements.  » 

Dans  la  5*^  Partie,  le  théorème  suivant  est  avancé.  «  Pour  rendre 
simplement     connexe     au     moyen    de     cou])es    transversales    un 
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espace  R  à  71  dimensions  et  avant  une  frontière,  il  est  nécessaire 
et  suffisant  de  ti-acer  jo^.,  coupes  transversales  à  i  dimension,  pn-2 
à  :i,  p;i_3  à  3,  . . .,  et  p,  à  /î  —  I  dimensions,  on  p,  -\-i  ^  p2  +  i,  •••5 
p„_f  -f-i  sont  les  nombres  de  connexion  respectivement  d'ordres 
1 ,  2 ,  3 ,  . . .  /i  —  I .  » 

Il  faut  se  rappeler  ici  la  dc-fuiition  d'une  coupe  transversale  :  sa 
frontière  doit  être  située  entièrement  dans  la  frontière  primitive 
de  la  variété,  c'est-à-dire  ne  doit  pas  tomber  sur  la  frontière  nou- 
velle produite  par  les  coupes  transversales  déjà  tracées;  ceci  n'est 
évidemment  pas  d'un  formalisme  sans  intérêt,  car  si  l'on  ne  main- 
tient pas  cette  exigence,  il  serait  absurde  de  parler  d'une  con- 
dition nécessaire  puisque,  dans  le  cas  conti^aire,  on  peut  tracer  un 
nomlire  infini  de  coupes  la  rendant  simplement  connexe.  Si, 
par  exemple,  on  trace  dans  la  région  intérieure  à  une  sphère  un 
canal  allant  d'un  point  de  la  frontière  à  un  autre,  l'espace  peut 
être  de  nouveau  rendu  simplement  connexe  par  une  coupe  dont  la 
frontière  suit  en  partie  la  frontière  du  canal  ;  et  cette  opération 
peut  être  renouvelée  aussi  souvent  que  l'on  voudra. 

Bornons-nous  pour  le  moment  aux  variétés  à  3  dimensions,  et 
considérons,  par  exemple,  celle  que  nous  avons  désignée  comme 
un  espace  sphérique  kp  anses.  Ici/>,  :=p2  =  p.  Le  diagramme  se 
compose  de  fils,  chacun  parcourant  son  anse  et  sortant  d'une 
sphère  centrale  dans  l'espace  sphérique  ;  les  plaques  sont  attachées 
aux  fils  par  des  coupes  méridiennes,  et  chacune  tranche  son  anse. 
Les  plaques  sont  facilement  déformées  si  bien  que  les  bandes  se 
glissent  jusqu'à  la  sphère  centrale,  et  l'on  a  réellement  rendu 
simplement  connexe  la  variété  au  moyen  dep^  coupes  transversales 
à  I  dimension  et/>,  coupes  transversales  à  2  dimensions.  Prenons 
ensuite  la  variété  percée  ayant  comme  diagramme  un  fil  sur  lequel 
la  bande  d'attachement  de  la  plaque  parcourt  la  courbe  [2  ,3  +"a]; 
elle  peut  évidemment  être  rendue  simplement  connexe  par  une 
certaine  coupure  linéaire,  partant  du  point  percé  et  y  retournant, 
et  par  une  coupure  superficielle  dont  la  frontière  parcourt  la  sur- 
face de  la  ligne  de  coupure  le  long  d'une  ligne  [2  ^ -f- ^0  5  ^^^^^^ 
cette  coupure  superficielle  ne  peut  pas  être  transformée  en  une 
coupe  transversale  puisque  la  bande  d'attachement  ne  peut  pas 
être  ramenée  à  la  surface  de  percement  seulement.  Dans  ce  cas, 
comme   nous  le  dirons  plus  tard,  p^=^l  et  p-2=  o  (avec  les  dési- 
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gnations  de  Betti:  avec  les  dernières  désionations  de  M.  Pi- 
card yj,  =  2,  p.2  =:  1  ).  Ainsi,  le  théorème  ne  s'applique  pas 
ici. 

Il  nest  pas  difficile  de  trouver  des  fautes  dans  le  raisonnement 
de  Betti.  D'abord,  il  n'est  pas  prouvé  qu'on  puisse  réduire  toute  la 
variété  donnée  au  système  A  [voir  les  notations  de  Betti)  réuni  à 
des  variétés  à  n  —  3  dimensions;  cela  peut  se  faire  dans  le  premier 
de  nos  exemples,  mais  non  pas  dans  le  second.  Il  ne  va  pas  de  soi 
non  plus  que  les  nombres  de  connexion  d'ordres  n  —  2,  /î  —  3,  ... 
ne  se  modifient  pas  si,  de  la  façon  indiquée,  on  trace  une  cou- 
pure linéaire  aboutissant  à  la  frontière  primitive;  sans  doute, 
ils  ne  peuvent  pas  devenir  plus  petits,  mais  la  coupure  linéaire 
pourrait  peut-être  les  rendre  plus  grands  en  empêchant,  par 
exemple,  une  ligne,  formant  auparavant  frontière,  de  le  faire  main- 
tenant. Enfin,  il  a  échappé  à  son  attention  qu'il  se  peut  qu'une 
partie  des  frontières  des  coupes  suivantes  à  dimensions  plus  éle- 
vées viennent  à  parcourir  des  coupes  antérieurement  tracées,  de 
sorte  que  ces  coupes-là  ne  deviennent  pas  des  coupes  transversales 
(au  sens  de  Betti). 

Considérons  maintenant  le  théorème  souvent  mentionné 
Pm  =  pn-m-  H  a  été  plusicurs  fois  avancé  et  employé,  mais  le 
premier  essai  publié  pour  le  prouver  se  trouve,  je  crois,  chez 
PoincaréÇl.  6".,  p.  33-46).  MM.  Picard  et  Simart  ont  senti  avec 
raison  que  «  peut-être  plusieurs  points  auraient-ils  besoin  d'être 
complétés  »  et  se  bornent  à  considérer  le  cas  /w  =:  i .  Mais  lis  ne 
nous  semblent  même  pas  avoir  réussi  à  prouver  le  théorème  dans 
ce  cas  spécial,  et,  chose  remarquable,  la  supposition  erronée 
dans  le  raisonnement  parait  être  la  même  que  chez  Poincaré. 

Poincaré  définit  d'abord  un  chiffre  N  (V,  V)  pour  chaque  point 
d'intersection  entre  deux  variétés  oi-ientées  Và^  dimensions  et 
\'  à  k  —  p  dimensions,  lesquelles  se  trouvent  toutes  deux  dans 
une  variété  U  à  h  dimensions.  Ces  variétés,  comme  celles  qui 
vont  suivre,  sont  supposées  fermées  et  bilatères.  En  supposant 
tout  d'abord  que  \  soit  à  i  dimension  et  V,,  A  2-  •  •  -i  ^  a  à  A  — i 
dimensions,  on  prouve  que  : 

1°   Si  S  V,-^  o, 

SN(V,V,-)-o; 
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2"   Si  1  lioiuulogie 

i:  V,~  o 

n'a  pas  lieu,  on  peuL  Loujouis  troiiser  une  variété  V  pour  laquelle 

SN(V,  \i)io. 

h^nsuite,  on  essaie  de  prouver  la  même  civose  si  V  est  à  p  dimen- 
sions et  \  |,  \  21  •  --i  ^  A  il  /'  — p  dimensions  (A.  -S'.,  p.  4')-  ^'^ 
commence  par  avancer,  couime  évident,  le  tliéorème  suivant  : 
((  Quant  à  \  , ,  \  o,  .  . .,  V/t,  nous  les  définissons  de  la  manière  sui- 
vante. jNous  pourrons  toujours  trouver  j>  — i  équations 

<P^=z  <p^  —  . .  .=  <i>^_i  =  o, 

auxquelles  satisfont  tous  les  points  de  V|,  Vo,  •••,^'a-;  pour 
définir  V,,  nous  y  adjoindrons  une  ^'^">^  égalité 

F','  =  o.  » 

Gliacune  des  variétés  \,.  \  2,  •••5  ^A  poui-rait  donc  èti-e  Tinter- 
section  complète  entre/?  variétés  à  /.  — i  dimensions  dansL'.  Pour 
/i  :=  ;i,  /)  =  — I,  cette  hypothèse  coïncide  avec  celle-ci  de 
AIM.  Picard  et  Simart  (Chap.  II,  n"  24):  «  îNous  admettrons 
que,  dans  une  variété  E„,  on  puisse  toujours,  en  outre  de  la  con- 
tinuité et  de  la  connexion  linéaire,  considérer  une  variété  V, 
comme  l'intei-section  commune  unique  de  /i+i  variétés  V„_i 
contenues  dans  E„.  » 

Cependant,  le  commencement  du  raisonnement  peut  être  fait 
sans  employer  Tliypothèse  tout  entière. 

1.  Si  I]  \  /.^/  o,  cela  signifie  que  dans  U  peut  être  tracée  une 
variété  U' à /i — P+i  dimensions  sur  laquelle  \,,  ^o,  ...,  A  a 
forment  frontière.  A  coupe  U'  le  long  dune  courhe  fermée  \  '  (ou 
suivant  un  système  de  telles  courbes).  On  a 

N(V',  V,-)  =  N(V.  V/) 

et 

SN(V',  V/)  =  o: 

donc 

N(V,  V,)-o. 
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2.    Si,  au  contraire,  rhoinologie 

^  Vi  ~  o 

n'a  pas  lieu,  il  n'est  d'abord  pas  prouvé  qu'une  \arlété  U'  à 
h  — P  -^  ^  diine:isions  déterminée  par  O,  =  (I>2  =  ■  •  •  =  ^p-\  =  <> 
puisse  être  tracée  par  V, ,  Vo,  ....  V/t;  si,  cependant,  nous  consi- 
dérons ceci  comme  exact  (car  il  en  est.  probablement  ainsi),  nous 
savons  sans  doute  qu'une  courbe  fermée  V  peut  être  tracée  dans 
U'  de  sorte  que 

::N(V',y,)>o, 

tuais  il  n'est  pas  certain  que  cette  courbe  puisse  être  découpée 
dans  aucune  t^ariété  V.  Ici  il  faudrait  donc  se  servir  du  théorème 
mentionné.  Si,  par  exemple,  />  =  2,  U'  serait  de  dimension  h  —  i 
et  pourrait  peut-être  diviser  U  en  deux  parties  U,  et  U2 
dont  les  frontières  sont  par  conséquent  U'.  Dans  celle-ci  se 
trouve  \  ',  et  \  serait  alors  divisé  en  deux  parties,  chacune  dans 
une  partie  de  U  et  ayant  V  pour  frontière.  Mais  rien  ne  s'oppose 
à  ce  que  \  '  soit  précisément  une  de  ces  courbes  de  la  frontière 
qui  ne  forment  frontière  avec  aucun  fragment  de  surface  ni  dans  U< 
ni  dans  Uo. 

Le  raisonnement  pour  le  théorème  Vp  =  P^d-i  (  p.  44  )  n'est  donc 
même  pas  exact  pour  h  =  i.  Dans  ce  cas,  l'inégalité 


I^^ 


<l 


est  prouvée,  sans  doute  [cf.  le  théorème  analogue  p^  ^Pu-\  chez 
P.  et  S.,  Ghap.  II,  n°  26);  mais  le  théorème 

n'est  par  conséquent  pas  prouvé.  Considérons  maintenant  le  rai- 
sonnement chez  MM.  Picard  etSimart  (Chap.  II,  n"'  24-27).  i\ous 
rencontrons  ici,  comme  nous  l'avons  dit,  la  même  hypothèse  singu- 
lière. Le  raisonnement  du  i\°  26,  où  il  est  prouvé  que  yj)^  jr>/i_i , 
est,  comme  nous  l'avons  mentionné,  sans  doute  exact;  mais  lors- 
qu'on essaie  au  n"*  27  de  prouver  le  théorème  complémentaire, 
on  s'appuie  sur  l'hypothèse  mentionnée.  Mais  non  seulement  le 
théorème  n'est  pas  prouvé  :  il  ne  peut  pas  être  exact.  Nous  avons 
déjà,  à  plusieurs  reprises,  considéré  une  variété  à  3  dimensions, 
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Iciiiit'c  cl    l)iliit(''ral(',   pour   lii(|ii('llc   /»,  =1  :>.   et  y^o  =  i  ;   alteucloiis 
cepciuliuit  mi  iiKimcul  plus  laNoiahlc  pour  rcxaiiuner  (  '  ). 

XIJI.  —  Lks  espaces  de  Riemaivmv. 

Dans  la  suite,  nous  considérerons  l'infini  (Je  notre  espace 
coniuie  un  point.  Un  espace  sphérique  S  peut  alors  être  trans- 
toruK"  en  notre  espace  P  par  le  procédé  suivant  :  la  partie  de  S 
située  au-dessous  de  P  est  projetée  sur  celui-ci  et  transformée 
par  inversion  relativement  à  la  sphère  de  contour;  ensuite,  la 
partie  restante  de  ^,  qui  se  trouNe  au-dessus  de  notre  espace, 
est  projetée  sur  celui-ci. 

Examinons  les  variétés  à  3  dimensions  qui  naissent  lorsqu'on 
représente  sur  S  les  valeurs  d'une  fonction  continue  des  points  de 
celle-ci  pi'enant  7i  valeurs  à  chaque  point.  Une  telle  variété  est 
analogue  aux  surfaces  de  Riemann,  et  c'est  pourquoi  nous  l'ap- 
pellerons un  espace  de  Rienia/in,  P„.  Les  ii  valeurs  de  la  fonction 
sont  supposées  diilérentes,  saut  sur  certaines  courhes  fermées  (les 
lignes  de  ramification^,  sur  lesquelles  nous  supposerons  que 
deux  valeurs  deviennent  les  mêmes.  Si  -  est  transformé  en  P, 
celles-ci  représentent  des  courbes  fermées  que  nous  restreindrons 
à  rester  dans  l'espace  fini.  D'ailleurs  nous  admettons  C|ue  P„ 
forme  un  ensemble  connexe. 

Construisons  maintenant  sur  P  un  espace  à  n  couches,  sur 
lequel  les  valeurs  de  la  fonction  peuvent  être  représentées  uni- 
formément. Traçons  une  surface  conique  avec  le  sommet  en  un 
point  arbitraire  O  et  avec  la  ligne  de  ramification  F  pour  direc- 
trice ;  des  génératrices  du  cône,  nous  n'emploierons  que  la  partie 
située  entre  O  et  la  ligne  de  ramification.  La  surface  conique  aura 
des  génératrices  doubles  si  la  ligne  de  ramification,  vue  de  O, 
a  des  points  doubles  apparents;  elles  s'étendent  de  O  à  la  branche 
de  courbe  la  plus  proche.  Imaginons  qu'il  j  ait,  sur  P,  Ji  espaces 
séparés  par  la  surface  conique  indiquée  (la  coupure  de  rami- 
fication) et  que  ceux-ci  soient  numérotés  et  appelés  :  i'"  couche, 
2"  couche,   ....   /;'«'■"'=  couche.    Sur   les    ?i    points  correspondants 

(')    Voir  la  note,  page  ï?>!^.  {.\ote  du  Traducteur.) 
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à  un  point  arbitraire  de  P  sont  placées  les  n  valeurs  ;,,  z^t  •  ■  •  •. 
z,i  (le  la  fonction;  en  partant  de  ces  valeurs,  nous  pouvons  main- 
tenant faire  correspondre  dune  façon  nnivoque  et  continue  les 
valeurs  de  la  fonction  aux  points  desji  couches.  Ces  dernières  sont 
alors  rejointes  selon  les  valeurs  que  z  prend  des  deux  côtés  de 
la  coupure.  La  variété  fermée  ainsi  construite  est  appelée  P,j. 
(La  fonction  potentielle  d'un  courant  électrique  offre  quelques 
ressemblances  avec  les  fonctions  mentionnées  ;  seulement,  là,  ?i  est 
infiniment  grand.  La  coupure  de  ramification  peut  être  formée 
par  la  couclie  magnétique  qui  peut  remplacer  le  courant  élec- 
trique.) 

Si,  lorsqu'on  décrit  une  courbe  fermée  autour  de  1  une  des 
courbes  de  ramification,  chaque  valeur  de  z  revient  à  sa  valeur 
primitive;  alors  cette  courbe  peut  être  laissée  entièrement liors  de 
considération  (cf.  Points  doubles  sur  les  courbes  algébriques). 
Toutes  les  autres  courbes  de  ramification  sont  supposées  simples, 
c'est-à-dire  que  deux,  et  deux  seulement,  des  valeurs  de  z  se  per- 
mutent autour  de  chacune  d'elles. 

Quelquefois,  on  joint  deux  faces  de  coupure  appartenant  à  la 
même  couche;  c'est  le  cas  de  toutes  les  faces  à  proximité  d'un 
point  de  la  courbe  de  ramification,  sauf  celles  qui  appartiennent 
aux  couches  qui  se  permutent  lorsqu'on  fait  le  tour  de  la  courbe 
de  ramification  près  du  point  considéré.  Supposons  qu'au  point 
déterminé,  les  coupures  de  la  r'"^^  et  las"™"  couche  se  joignent 
alternativement;  si  de  ce  point  on  pénètre  sur  la  surface  de  la 
coupe  de  ramification,  ce  sera  toujours,  forcément,  les  mêmes 
deux  couches  qui  se  relient  alternativement  jusqu'à  ce  qu'on 
rencontre  Tun  des  générateurs  doubles  mentionnés.  On  peut  alors 
délimiter  une  partie  de  la  surface  conique  pour  les  points  de 
laquelle  la  r"-""^"  et  la  .v'*'"*'  couche,  et  celles-ci  seulement,  sont 
reliées  alternativement.  Cette  partie  de  la  surface  conique  est 
limitée  par  U7i  arc  ab  de  la  courbe  de  ramification  et  par  deux 
génératrices  doubles  Oa  et  Ot,  et  dans  cette  partie  pénètrent 
peut-être  sous  forme  de  i^ajons  une  ou  plusieurs  génératrices 
doubles  qui  n'atteignent  pas  tout  à  fait  ab.  11  existe  autant  de 
parties  de  cette  espèce  que  la  surface  conique  possède  de  généra- 
trices doubles  [h). 

Aux  point  a  et  6,  la  courbe  de  ramification  est  arrêtée  par  des 
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siiila(('>  Ncnaiil  riiuc  (("une  hiaiichc  A  de  la  coiirhc  de  raiiiili- 
calidii.  laiilrc  (riinc  brandie  15;  nous  disons  qui;  l'arc  ab  est 
arn'lc  |)ar  les  branches  A  eL  l>.  Cliacjiie  arc  ab  est  marqué  avec  les 
niiiiiiros  des  deux  couches  /■  et  .squi  sont  reliées  l'une  avec  l'autre 
par  la  partie  (ie  la  surlace  conique  liniitt'e  par  l'arc  ah;  r  cl  .v 
sont  appelées  les  caractriistiques  de  l'arc. 

Pour  illustrer  d'une  tacon  schématique  ce  qui  se  passe  le  lont; 
d'une  ligne  double,  nous  traçons  sur  le  j^apier  deuxlii;nes  p<;rpen- 
dicutaires  qui  représenteront  deux  branches  de  F;  l'une  est  sup- 
posée au-dessus  de  l'autre  et  O  est  supposé  situé  derrière  le 
point  d'intersection  apparent  des  lignes.  La  coupure  de  ramifica- 
tion s'étend  jusqu'au-dessous  du  ])apier,  de  sorte  que  la  coupure 
pour  la  ligne  inférieure  perce  celle  de  la  ligne  supérieure;  celle-ci 
arrête  donc  les  deux  branches  de  l'autre.  Soient  /'  et  s  les  cai'ac- 
téristiques  de  la  ligue  supérieure.  Trois  cas  peuvent  alors  se 
présenter  : 

Premier  type.  —  L'une  des  branches  de  la  ligne  inférieure  a 
les  mêmes  caractéristiques,  /■  et  s. 

Deuxième  type.  — •  Lne  de  ses  caractéristiques  est  /',  mais 
l'autre  est  t  différente  de  s. 

Troisième  type.  —  Les  deux  caractéristiques  t  el  u  sont  ditlé- 
rentes  de  /et  .s. 

Déterminons  les  caractéristiques  pour  l'autre  branche  de  la 
ligne  inférieure.  Une  circulation  autour  de  cette  branche  peut  être 
modifiée  de  façon  qu'on  perce  d'abord  la  coupure  de  ramification  de 
la  ligne  supérieure,  ensuite  celle  de  la  première  branche  et,  enfin 
de  nouveau,  celle  de  la  ligne  supérieure  en  direction  opposée.  En 
partant  de  la  r'*™^  couche,  on  pénétrera,  si  le  point  est  du  premier 
type,  successivement  dans  la  5'^°''  et  la  r'*"»»,  finissant  dans  la  5"""". 
De  cette  façon  les  caractéristiques  sont  déterminées  comme  le 
montrent  les  tableaux  suivants. 
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Premier  type. 
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Deuxième  type. 
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Troisième  type. 
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Traçons  une  petite  surface  sphérique  x  autour  de  O;  elle  ren- 
contre la  coupure  de  ramification  suivant  une  courbe  C  qui  devient 
ainsi  la  projection  centrale  de  F  sur  x  etqui  divise  x  en  to  régions; 
elle  a  h  points  doubles.  (Puisque  le  nombre  d'arcs  de  ab  est  2A, 
nous  avons  par  le  théorème  d'Euler  to  =  /<  +  2,  dans  le  cas  où  la 
ligne  de  ramification  ne  contient  qu'une  courbe.)  Le  système  de 
surfaces  de  Pn  découpé  par  x  doit  se  composer  de  n  surfaces  sphé- 
riques  simples  séparées  les  unes  des  autres.  Sur  n  surfaces  spbé- 
riques  de  même  ravon  que  x,  nous  tracerons  des  lignes  correspon- 
dant au  système  C;  dans  71  des  régions  correspondantes,  une  sur 
sphère,  nous  écrivons  les  nombres  i,  2,  . . . ,  ;i  et  nous  donnons 
à  chacune  des  sphères  elles-mêmes  des  désignations  conformes  X(, 
Xj,  ...,  x„;  nous  appelons  les  71  systèmes  de  lignes  Gj,  C2,  ...,  C,,. 

Les  caractéristiques  sur  F  sont  pi'ojetées  sur  les  arcs  correspon- 


(liints  de  C.  Sii|)|)OS()iis  iu;iiiilfiianl  (|iie  les  //  splirics  <l;iiis  1?,^ 
entourant  le  point  O  soiciii  (•nl<'\('es  il  représentées  cliacune  sur 
l'une  des  splièresx,,  Xj,  ...,  x„.  Le  nuui(':rotage  peut  être  elTectué  de 
façon  que  x/  soit  la  splière  pour  laquelle  la  réoion  marquée  i  cor- 
responde à  des  points  de  P,^  d<*  la  /'*'"*'  eourlie.  V  laide  des  caiar- 
léristiques,  il  est  maintenant  facile  d'inlroduire  dans  tout(;s  les 
r(^i;ions  sur  les  sphères  des  cliifl'res  indiquant  à  quelle  couche  la 
région  en  question  appartient.  Les  arcs  de  C, ,  Co,  .  . .  ,  C«  sé|)ax^anl 
des  champs  différemment  marqués  sont  tracés  en  gros;  les  chiffres 
qui  se  trouvent  dans  les  régions  séparées  par  elles  sont  alors  les 
caractéristiques.  Si  l'on  place  les  n  sphères  de  façon  qu'elles  se 
couvrent,  les  lignes  tracées  en  gros  composeront  la  ligne  G  comptée 
deux  fois. 

Examinons  sur  chaque  surface  sphérique  la  frontière  des  quatre 
régions  se  rencontixmt  au  point  qui  correspond  à  un  point  déter- 
miné des  points  doubles  de  G.  Des  tableaux  ci-dessus,  nous 
tirons  la  conclusion  que,  si  le  point  est  an  premier  type,  alors, 
sur  deux  des  sphères,  on  sera  alternativement  dans  la  /^'^'"^  et  dans 
la  5'^™"  couche,  tandis  que  sur  les  autres  sphères  on  reste  dans  la 
même  couche  : 


Si  le  point  est  du  deuxième- type^  on  i-este  sur  ii — .5  sphères, 
dans  la  même  couche;  les  autres  ont  l'aspect  suivant  : 


rt- 


st 


Si,  enfin,  le  point  est  du   troisième  type,  on  restera  sur  n — 4 
sphères  dans  la  même  couche,  tandis  que  les  autres  auront  l'aspect 
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suivant 


-  ^2:16 


Dans  tous  les  cas,  dans  la  série  de  points  doubles  correspondant 
à  un  point  dovdjle  déterminé  sur  x,  il  y  aura  deux  points  et  deux 
seulement  pour  lesquels  la  branche  qui  traverse  le  point  et  qui 
correspond  à  la  branche  inférieure  sur  Y  est  marquée  en  gros. 
Par  un  des  antres  n — 2  points  doubles  ne  passe  aucune  branche 
marquée  en  gros,  ou  bien  il  en  passe  une  seule  correspondant  à  la 
partie  supérieure  de  la  ligne  de  ramification. 

Essayons,  après  ces  préliminaires,  de  former  le  diagramme  deP„. 
Pour  commencer,  nous  perçons  toutes  les  n  couches,  par  exemple 
aux  points  à  linfini.  P„  est  maintenant  limité  par  n  surfaces 
sphériques  de  rayons  très  grands.  Nous  ferons  varier  ces  surfaces 
de  façon  qu'elles  correspondent  toujours  à  la  même  surface  de  P; 
celle-ci  peut  être  supposée  déformée  en  une  surface  construite  de 
la  manière  suivante  :  dans  les  régions  de  x  on  trace  des  courbes 
fermées  qui  suivent  de  près  les  branches  de  Cet  qui  passent  dune 
branche  à  l'autre  aux  points  doubles,  x  est  ainsi  divisé  en  to  élé- 
ments simplement  connexes  et  en  un  système  de  bandes  enfer- 
mant C.  Ensuite,  nous  enfermons  la  coupure  de  ramification  dans 
une  surtace  parlant  des  courbes  fermées  et  la  serrant  comme  un 
capuchon,  une  surface  qui  se  recourbe  le  long  du  bord  de  la  coupe 
de  ramification  et  qui  revient  sur  elle-même.  On  construit  alors 
la  surface  mentionnée  en  fermant  le  capuchon  par  les  o)  éléments  de 
surface  de  x.  Le  cours  de  la  surface  à  travers  une  ligne  double  peut 
être  clairement  réalisé  si  l'on  dresse,  par  exemple,  sur  une  table, 
un  livre  in-quarto,  le  dos  en  haut,  en  dressant  des  deux  cotés  deux 
autres  livres  in-octavo  et  pareils  entre  eux.  Ceux-là  doivent  éga- 
lement avoir  les  dos  en  haut  et  doivent  former  un  angle  droil 
avec  le  premier  de  façon  que  l'un  semble  êlre  la  continuation  de 
l'autre.  La  surface  de  la  table  correspond  alors  à  une  partie  de  x. 

Après  les  n  percements,  P„  peut  être  réduit  à  une  variété  com- 
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posée  (les  n  couclies  correspondant  m  la  partie  <lc  I'  liiiiil('i'  par  la 
siirtaee  inenliounée.  De  celte  varieU-  nous  avons  <l<jii  rd  iré 
n  sphères  (jne  nous  avons  placées  dans  les  [)osilions  /.,.  '/.<;,.  ...,  x„; 
il  s'agit  mainlenant  de  réduire  la  |)arli»'  qui  reste  ;i  une  l'orme 
simple  et  de  la  rattacher  a  ces  sphères. 

Autour  de  ciiaque  lif;ne  double,  nous  déterminons  dans  V  un 
solide  en  forme  de  prisme;  c'est  dans  l'exemple  cité  le  solide 
découpé  du  livre  in-quarto  si  l'on  s'imagine  les  livres  in-octavo 
continués  à  travers  celui-ci.  Si  la  courbe  G  a  en  tout  h  points 
doubles,  l'espace  A  limité  par  la  surface  du  capuchon  et  par  le 
système  de  bandes  de  k  renfermera  h  prismes  pareils.  Le  reste  de  A 
se  compose  de  h  solides  en  forme  de  plaques.  Ceux-ci  doivent 
être  attachés  aux  branches  et  de  haut  en  bas  le  long  de  deux 
côtés  de  certains  prismes;  enfin,  ils  sont  limités  par  deux  prismes, 
tandis  que  le  reste  du  jjord  court  liliremenl  le  loiii;  d'une  partie 
de  F. 

La  portion  de  !*«  qui  correspond  k  l'un  des  prismes  se  compose 
de  71  — ■  1  prismes  coïncidents  séparés  les  uns  des  autres  et 
d'un  prisme  double  (à  double  couche)  traversé  par  une  ligne  de 
ramification  ;  ce  dernier  se  transforme  facilement  en  un  prisme 
simple  (à  une  seule  couchej.  Ces  prismes  doivent  maintenant  être 
rattachés  aux  sphères  ;  pour  trouver  commodément  les  points  aux- 
quels ils  doivent  être  attachés,  nous  adjoindrons  de  chaque  côté 
de  C,  à  côté  des  caractéristiques  primitives,  deux  caractéristiques 
nouvelles  indiquant  les  courbes  des  deux  sphères  sur  lesquelles 
l'arc  est  tracé  en  gros;  nous  appellerons  celle-ci  les  caractéristiques 
dérii-ées.  Pour  les  déterminer  sur  une  branche  donnée,  on  passe 
par  un  chemin  quelconque  d'un  point  de  la  branche  jusqu'à  un 
point  de  la  région  au  moAcn  de  laquelle  les  sphères  ont  été  numé- 
rotées. On  commence  le  parcours  enemportant  les  caractéristiques 
de  la  branche,  et  chaque  fois  que  Ion  passe  par  inie  branche  où 
une  caractéristique  concorde  avec  1  un  des  deux  cliillre^  qu'en 
ce  moment  on  porte  avec  soi,  celui-ci  est  échangé  avec  l'autre 
caractéristique  de  la  branche.  Les  caractéristiques  dérivées  doivent 
alors  être  les  deux  chiffres  avec  lesquels  on  entre  dans  la  région 
fondamentale.  Conformément  aux  idées  que  nous  venons  de  déve- 
lopper, les  caractéristiques  dérivées  doivent  être  égales  sur  les 
deux  branches  passant  par  un  point  double  qui  correspondent  à  la 
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branche  intérieure  de  F.  Prenons  maintenant  les  {n  —  2)+i 
prismes  qui  correspondent  à  une  ligne  double  déterminée  ;  ils 
doivent  être  joints  aux  sphères  x, ,  Xo,  . . . ,  x„  aux  ?i  points  doubles 
correspondant  à  la  ligne  double.  Ghacjue  bout  du  prisme  simple 
provenant  d'un  prisme  double  doit  être  joint  à  une  sphère,  c'est-à- 
dire  doit  réunir  les  deux  sphères  dont  les  numéros  sont  indiqués 
par  les  caractéristiques  dérivées  correspondant  à  la  branche  infé- 
rieure de  F.  Les  autres  n  —  2  prismes  sont  rejoints,  chacun  par 
un  de  ses  bouts,  au  point  double  de  l'une  des  sphères  restantes,  et 
ainsi  de  suite. 

Il  ne  nous  mancjue  maintenant  que  les  portions  deP,j  correspon- 
dant aux  h  plaques  dans  P.  A  chacune  de  celles-ci  correspondent 
dans  P„,  n  —  2  plaques  simples  séparées  les  unes  des  autres  et  une 
plaque  double  avec  une  branche  ab  de  F  pour  ligne  de  ramification. 
Celle-ci  peut  être  transformée  en  une  plaque  simple  (à  une  couche). 
Le  premier  groupe  de  plaques  doit  être  attaché  aux  sphères  le  long 
des  bandes  correspondant  aux  arcs  qui  ne  sont  pas  tracés  en  gros, 
et  pour  ce  qui  reste,  aux  prismes.  Puisqu'elles  ont  toutes  un  bord 
libre,  elles  peuvent  être  entièrement  retirées  et  ne  jouent  plus 
aucun  rôle.  Les  plaques  de  l'autre  groupe,  au  nombre  de  A,  doivent 
être  attachées  par  leurs  bords  :  i'*  le  long  des  bords  tracés  en  gros  ; 
2°  de  haut  en  bas,  le  long  de  deux  côtés  des  prismes  qui  ont  un  bout 
de  libre;  3°  le  long  des  prismes  qui  réunissent  les  sphères,  elles 
n'auront  pas  de  bords  libres.  Les  prismes  mentionnés  sous  2"  peuvent 
être  incorporés  dans  les  plaques. 

Pour  former  le  diagramme  (correspondant  d'abord  à  Ji  perce- 
ments), on  peut  donc  procéder  comme  suit  :  d'abord  on  note  les 
arcs  de  G  uiunis  d'une  caractéristique  déterminée;  ils  vont  d'un 
point  double  où  la  branche  correspondante  de  F  est  la  branche  infé- 
rieure jusqu'au  point  double  où  la  même  chose  arrive  la  prochaine 
fois.  Sur  les  11  sphères  x,,  Xo,  ...,  x„,  on  trace  alors  les  lignes 
fortes  à  l'aide  des  caractéristiques  dérivées.  (Comparer les  dessins 
schématiques,  p.  22;),  et  le  passage  en  italique  p.  226.)  Ces  deux 
caractéristiques  indiquent  les  numéros  des  deux  sphères  sur  les- 
quelles se  trouvent  les  points  doubles  auxquels  les  bouts  du  fil  leur 
appartenant  doivent  être  attachés  ;  nous  appellerons  ces  deux  points  : 
les  points  de  jonction  appartenant  au  point  doul)le.  Les  dessins 
schématiques  montrent  le  cours  de  la  ligne  tracée  en  gros  aux  points 


C)-)j)    


(le  jonction  pareils  suiximt  ([iic  le  point  doiilile  est  du  pieinicr,  du 
deuxième,  ou  du  troisième  type.  A  cliaque  are  de  la  li^ne  ab 
correspond  une  plaque  ;  il  est  facile  de  déterminer  sur  les  sphères 
et  sur  les  lils  (les  prismes),  la  lij^ne  le  long  de  laquelle  le  bord  de 
la  plaque  doit  être  attaché.  Sur  ab  nous  fixons  une  direction  posi- 
tive de  a  à  6,  et  alors  sur  tous  les  arcs  tracés  en  gros  qui  corres- 
pondent en  leur  ensemble  à  ah  pris  deux  fois,  une  direction  posi- 
tive se  trouvera  fixée.  Partons  maintenant  d'un  des  [)uints  de 
jonction  correspondant  à  a  et  parcourons  la  branche  correspondant 
à  ab  qui  part  de  ce  point;  suivons  celle-ci  jusqu'il  ce  que,  allant 
toujours  dans  la  direction  positive,  nous  rencontrions  un  point  de 
jonction  correspondant  à  />  ;  cependant,  chaque  fois  qu'auparavant 
nous  rencontrons  un  point  de  jonction,  nous  passerons  le  long  du 
fil  à  l'autre  sphère.  Au  jioint  de  jonction  qui  correspond  à  6,  nous 
passerons  le  long  du  fil  à  l'autre  point  de  jonction,  et  nous  parcour- 
rons de  même  que  tout  à  l'heure,  mais  cette  fois  en  direction 
négative,  les  arcs  qui  restent,  jusqu'à  ce  que  nous  arrivions  à 
l'autre  point  de  jonction  correspondant  à  a.  On  ferme  la  courbe  en 
parcourant  le  fil  qui  aboutit  à  ce  point. 

Pour  obtenir  que  le  diagramme  corresponde  à  un  seul  percement, 
on  n'a  qu'à  percer  et  ensuite  enlever  n  —  i  plaques  convenable- 
ment choisies  ;  le  diagramme  qui  consiste  maintenant  en  7i  sphères 
réunies  par  h  fils  et  h  —  n  +  \  plaques  est  réduit  de  la  manière 
ordinaire  à  un  diagramme  à  une  sphère  centrale,  //  —  n  -i-  i  fils, 
et  h  —  7i  +  I  plaques. 

Jusqu'à  ce  point,  l'examen  a  pu  être  effectué  dune  façon  tout 
à  fait  analogue  à  celui  des  surfaces  de  Riemann  (p.  iç)4  et  suiv.). 
Pour  ces  dernières,  le  nombre  de  connexion  pouvait  être  déterminé 
sur  la  base  des  éléments  trouvés  ;  mais  pareille  chose  ne  peut  pas 
être  faite  ici.  Une  des  causes  a  déjà  été  mentionnée;  en 
outre,  il  faut  remarquer  que,  tandis  que  le  nombre  de  connexion 
pour  les  surfaces  de  Riemann  ne  dépend  que  du  nombre  des 
feuillets  et  des  lignes  de  ramification,  les  nombres  de  connexion 
pour  les  espaces  de  Riemann  dépendent  (sans  compter  le  nombre 
des  couches,  celui  des  lignes  fermées  constituant  en  leur  ensemble 
le  système  de  ramification,  les  enlacements  et  les  nœuds  de  celle-ci) 
en  outre  des  caractéristiques,  auxquelles  on  peut  en  général, 
dans  une  certaine  mesure,  donner  des  valeurs  indépendantes  des 
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premiers  nonihres.  Nous  ne  pousserons  donc  pas  plus  loin  létude 
des  généralités  ;  nous  nous  bornerons  à  considérer  quelques  exem- 
ples simples. 

Il  sera  commode  d'imaginer  que  la  courbe  de  ramification  est 
infiniment  près  d'être  plane.  Cela  peut  se  faire,  puisque  la  con- 
nexion de  la  variété  ne  se  modifie  pas  par  des  déplacements  con- 
tinus de  la  ligne  de  ramification,  pourvu  qu'aucune  partie  ne 
vienne  à  couper  une  autre  partie.  Il  est  à  recommander  d'enlever 
tous  les  enlacements  et  nœuds  qui  peuvent  être  enlevés.  On  se 
figurera  aussi,  sans  difficulté,  les  n  spbères  transformées  en  dis- 
ques circulaires  situés  les  uns  au-dessous  des  autres  sous  le  plan, 
qui  est  parcouru  uiaintenant  par  la  ligne  de  ramification;  comme 
courbes  G),  Go,  •••,  G,»,  nous  pouvons  choisir  les  pi^ojections  de  F 
sur  les  faces  supérieures  des  disques.  En  un  point  double  du  troi- 
sième type,  peu  importe  la  branche  que  l'on  s'imagine  en  haut. 

XIV.  —  Applications. 

1.  Si  n  =  2  et  si  F  se  compose  d'une  courbe  simple,  fermée,  et 
sans  nœuds,  le  diagramme  devient  un  point.  Po  est  équivalent  à  un 
espace  sphérique. 

2.  La  ligne  de  ramification  se  compose  de  deux  courbes  simples, 
fermées,  sans  noeuds,  et  non  enchaînées;  «  =  2.  D'abord,  on  obtient 
deux  corps  en  fcjrme  de  tuyaux  reliant  les  deux  disques  centraux 
(si  d'un  point  sur  un  disque  central  intérieur  à  la  ligne  d'atta- 
chement du  tuyau,  on  sort  sur  l'autre  disque  central  en  dehors  de 
la  ligne  d'attachement  du  tuyau).  Un  des  tuyaux  doit  être  percé, 
et  il  est  ainsi  réduit  à  un  fil.  J^e  diagramme  est  un  fil  circulaire 
auquel  la  plaque  est  adjointe  le  long  d'une  courbe  méridienne. 

3.  La  ligne  de  ramification  se  compose  de  v  courbes  simples, 
fermées,  sans  nœuds,  et  non  enchaînées;  l'espace  est  supposé  à 
n  couches,  et  les  caractéristiques  des  lignes  de  ramification  sont 
choisies  de  façon  qu'il  soit  connexe.  Le  diagramme  est  formé  par 
Il  disques  réunis  par  v  —  /^  +  i  tuyaux  de  l'exemple  précédent, 
et  par  7i  —  i  fils.  Puisque  la  surface  est  équivalente  à  la  surface 
d'une  sphère,  on  peut  déformer  les  fils  de  façon  que  le  premier 
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iiille  (le  X,  ;'(  Xo,  le  suivant  ;le  x^  à  X;,,  .  .  .,  le  dernier  de  x„_,  à  x,^. 
Les  fils  et  les  disques  sont  aloisrassemlilés  en  une  sphère  centrale. 
Il  n  y  a  aucune  dilficullé  à  voir  que  chaque  tuyau  peut  être  trans- 
iornié  en  un  (il  auquel  est  adjoint  une  pkujue  le  Ion:;  d'une  courhe 
méridienne.  L  espace  donné  est  équivalent  à  un  espace  s[)hérique 
muni  de  r —  /?  4-  i  anses. 

4.  La  ligne  de  raniilicalion  est  une  courhe  fermée  torni.uil  un 
ncrud  simple;  n  =  3.  La  projection  aura  l'aspect  d'une  courbe  de 
quatrième  ordre  à  trois  points  doubles  sans  nceuds  ;  tous  trois  seront 
du  deuxième  type.  La  construction  du  diagramme  est  une  simple 
application  de  la  théorie  précédente,  et  nous  nous  bornerons  à 
citer  le  résultat  :  on  obtient  un  fil  auquel  la  plaque  est  attachée  le 
long  d'une  courbe  de  latitude;  le  diagramme  se  réduit  donc  à  une 
sphère  centrale,  et  la  variété  proposée  est  équivalente  à  un 
espace  sphévique. 

o.  Même  ligne  de  ramification  qu'au  n°  4,  mais  nr=^'i.  Les 
trois  points  doubles  seront  du  premier  type  ;  le  diagramme  est  un 
iil  auquel  la  plaque  est  attachée  le  long  d'une  courbe  [3  ^  +  a]. 

6.  La  ligne  de  ramification  se  compose  de  deux  courbes  fermées, 
sans  nœuds  et  s'entrelacant  simplement;  /i  =  2.  La  projection 
peut  être  formée  de  deux  cercles  qui  s'entrecoupent;  les  deux 
points  doubles  sont  du  deuxième  genre.  Le  diagramme  est  un  fil 
auquel  la  plaque  est  attachée  le  long  d'une  courbe  [2  [3  +  )  ]. 

Appliquons  ce  que  nous  venons  d'avancer  à  la  théorie  des  sur- 
faces algébriques.  Le  voisinage  d'un  point  général  de  la  surface  est 
limité  par  un  espace  équivalent  à  un  espace  sphérique.  PSous  allons 
déterminer  la  nature  de  la  frontière  si  le  point  est  singulier. 
Comme  frontière  du  voisinage  d'un  point  dans  T,  on  peut  prendre 
un  espace  spliérique,  mais  souvent  il  sera  commode,  au  lieu  d'opérer 
ainsi,  de  déterminer  le  voisinage  comme  la  variété  à  4  dimensions 
décrite  par  une  sphère  dans  P  lorsque  sur  celle-ci  on  place  tous 
les  chilTres  de  cote  d'un  chiffre  a  à  un  chiffre  |j. 

7.  Le  voisinage  tV  un  poijit  ordinaire  sur  la  surf  ace  de  rami- 
fication de  la  variété  à  quatre  dimensions  représentant  une 
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surface  algébrique  {voir  p.  i8>S)  est  équivalent  à  un  espace 
spliérique.  La  frontière  est  tonnée  par  l'espace  de  Rieinaiiii  men- 
tionné dans  l'exemple  1. 

8.  Soit  le  point  un  point  de  ramification  de  première  espèce 
sur  la  courbe  de  ramification.  Le  voisinage  est  limité  par  un 
espace  de  Riemann  à  trois  courbes  ;  la  ligne  de  ramification  est  une 
courbe  fermée,  faisant  deux  tours  sur  la  surface  de  ramification 
avant  de  se  fermer,  mais  ne  formant  pas  de  nœud;  elle  peut  donc 
être  transformée  en  une  simple  courbe  fermée.  L'exemple  1 
montre  que  la  frontière  est  équivalente  à  un  espace  splié- 
rique. 

9.  Soit  le  j)oint  un  point  de  ramification  de  deuxième  espèce. 
La  ligne  de  ramification  forme  un  nœud  simple.  Le  point  se  pré- 
sente quand  une  tangente  principale  de  la  surface  algébrique 
devient  parallèle  à  Taxe  des  Z;  Puisque  la  tangente  coupe  la 
surface  en  trois  points  coïncidents,  (jn  aura  un  espace  de  Riemann 
à  trois  couches. 

La  frontière  est  formée  par  un  espace  de  R.iemann  comme 
celui  de  l'exemple  4  ;  elle  est  donc  équivalente  à  un  espace 
sphérique. 

10.  Supposons  que  la  surface  algébrique  ait  \n\  poitit  double 
isolé  dont  le  cône  des  tangentes  soit  une  surface  irréductiljle  du 
deuxième  ordre.  Pour  examiner  le  voisinage  d'un  tel  point,  il 
suffit  d'examiner  le  voisinage  du  sommet  d'une  surface  conique 
irréductible  du  deuxième  ordre.  La  section  de  celle-ci  par  le  plan 
X\  se  compose  de  deux  droites  se  coupant  au  sommet  ;  elles  sont 
représentées  dans  .T  par  deux  plans  coupant  suivant  deux  courbes 
fermées  un  espace  spliérique  S  dont  le  centre  est  à  l'origine.  Si 
l'espace  spliérique  est  transformé  en  P  de  la  manière  indiquée  ci- 
dessus,  on  voit  facilement  que  ces  courbes  deviennent  deux  cour- 
bes simples,  simplement  enchaînées  (exemple  6)  .  Car  les 
courbes  qui,  dans  !l,  correspondent  aux  deux  courbes  fermées  sont 
deux  ellipses  dont  celle  qui  correspond  à  la  plus  grande  valeur 
du  coefficient  de  direction  renferme  l'autre,  puisque  les  projections 
sur   le   plan   Xj'i,    sont    des    cercles    concentriques.   Les  deux 
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moitiés  tics  ellipses  porhuil  des  cliillïes  de  eole  négalils  suiiL 
inverties;  et  ainsi,  la  branche  auparavant  en  dedans  est  placée  en 
dehors. 

Si  l'on  désire  une  définition  analvtique  de  cette  variété,  on  n'a 
par  exemple  qu'à  décomposer 

en  ses  parties  réelle  et  imaijinaire 

zi—  z.l  =  x\  —  xl  —  yl^yl, 


en  y  ajoutant  l'équation 


■y-l-^Xr,-^yr,  =  l. 


Ceci  montre  que  la  variété  est  de  celles  auxquelles  la  théorie 
topologique  de  Poincaré-Picard  doit  être  applicable,  ce  qui  res- 
sort aussi  d'ailleurs  de  nos  recherches  antérieures  ('). 

Le  voisinage  de  chacun  des  points  mentionnés  dans  les 
exemples  7,  8  et  9  est  une  variété  élémentaire  à  4  dimensions.  On 
peut  le  voir  facilement  en  construisant,  par  exemple,  un  faisceau  à 
3  dimensions  de  courbes  rayonnant  du  point  examiné  par  nous,  de 
façon  que,  par  chaque  point  de  la  variété,  il  passe  une  et  une  seule 
courl)e  ;  si  une  courbe  contient  un  point  de  la  surface  de  ramilî- 


(1)  Si  une  surface  S  présente  des  singularités,  on  la  transforme  d'aboi'd  bira- 
tionnellement  en  une  surface  S'  sans  singularités  située  dans  un  espace  à  un 
nombre  suffisamment  élevé  de  dimensions.  On  pouri'ait  objecter  que  la  topologie 
de  S'  dépend  en  quelque  sorte  de  la  transformation  employée,  puisque  certains 
points  ordinaires  de  S  peuvent  être  transformés  en  courbes  de  S'  et  vice  versa. 
Mais  M.  Enriques  a  démontré  que  si  S'  nappartient  pas  à  la  famille  des  réglées, 
elle  possède  un  nombre  fini  de  coui-bes  (les  courbes  exceptionnelles)  qui  peuvent 
être  transformées  en  des  points  ordinaires  et  que  ces  courbes  peuvent  être  enle- 
vées successivement  par  des  transformations  birationnelles.  Ainsi,  on  ramène  la 
surface  S  à  une  surface  canonique  sans  singularités  et  sans  courbes  exceptionnelles. 
Même  si  la  surface  ne  possède  pas  de  singularités,  il  faut  se  débarrasser  des  courbes 
exceptionnelles  si  l'on  veut  obtenir  des  caractères  topologiques  jouant  le  rôle  d'inva- 
riants. 

Pour  les  surfaces  de  la  famille  des  réglées,  on  trouve  des  formes  normales  en 
faisant  d'autres  conventions.    {Note  du  Traducteur .  ) 
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cation,  elle  doit  avoir  son  cours  entièrement  dans  celle-ci,  et  de 
même  si  elle  contient  un  point  d'une  ligne  double  de  la  surface 
de  ramification.  Si  ensuite  la  frontière  du  voisinage  est  trans- 
formée en  un  espace  sphérique  1  dans  T,  le  voisinage  lui- 
même  peut  être  transformé  en  la  partie  de  T  intérieure  à  -  en 
faisant  correspondre  les  courbes  du  faisceau  mentionné  aux  rayons 
de  S  passant  par  les  points  qui  correspondent  aux  points  finaux 
des  courbes.  D'ailleurs,  cela  réstilte  avissi  du  fait  que,  par  un 
déplacement  de  la  surface  par  rapport  au  système  de  coordonnées, 
on  peut  obtenir  que  le  point  ne  se  trouve  plus  sur  la  surface  de 
ramification. 

On  ne  peut  pas  faire  cela  pour  un  point  multiple  isolé  de  la 
surface  algébrique,  et  nous  avons  déjà  vu  (exemple  10)  que  le 
voisinage  d'un  point  double  isolé,  point  conique  à  cône  de  tan- 
gentes irréductible,  n'était  pas  une  variété  élémentaire.  La  fron- 
tière était  équivalente  à  P  deux  fois  couvert,  la  ligne  de  ramifi- 
cation était  formée  par  deux  cercles  simplement  encbainés.  C'est 
la  même  variété  que  nous  avons  rencontrée  à  plusieurs  reprises. 
On  pourrait  aussi  la  représenter  par  la  jonction  de  deux  tores,  en 
joignant  les  courbes  de  latitude  et  méridiennes  de  l'une  avec  les 
courbes  [^]  et  [2  [ii  -f- a]  de  l'autre.  Le  diagramme  est  fermé  par 
un  fil  auquel  la  plaque  est  attachée  le  long  de  la  ligne  [2  jB  +  /.]. 

Nous  allons  maintenant  prouver,  comme  nous  l'avons  annoncé, 
que  cette  variété  a  les  nombres  de  connexion  p^z=  2,  p2=  i  (  '  ) • 


(')  D'après  la  définition  de  Poincaré,  une  variété  V  est  homologue   à  o 

V  ~o, 

si  la  variété  comptée  n  fois  forme  frontière,  11  étant  un  entier  quelconque.  En 
employant  cette  définition,  le  théorème  de  Poincaré  et  Picard  qui  vient  d'être 
énoncé  et  le   théorème  que  p„_,=/',  sont  sans  doute  exacts. 

Dans  son  premier  Mémoire  sur  VAnalysis  situs,  Poincaré  ne  s'est  sans  doute 
pas  aperru  que  de 


on  ne  pouvait  pas  conclure  que  la  variété  V  était  frontière,  ce  qui  explique  les 
erreurs  signalées  par  M.  Heegaard.  La  question  a  été  reprise  par  Poincaré  (  2=  et  3' 
compléments,  loc.  cit.  )  et  les  théorèmes  en  question  mis  hors  de  doute. 

[Userait  peut-être  bien  de  remarquer  que,  lorsque  Poincaré  étudie  une  variété 
en  la  découpant  en  un  polyèdre  et   en    étudiant  à  l'aide  de  certaines   équations 
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l'our  UiiiiNcr  lc>  ct)iiil)e>  lerinées  qui  ne  |»cuvcal  pas  être 
(léforinées  eu  un  poiui.  nous  observons  que  toute  courbe  fermée  de 
la  \arit''té  peut  être  amenée  à  prendre  son  cours  entièrement  dans 
iv  (il  du  diagramme.  On  peut  suppt)scr  qu'elle  circule  toujours 
dans  la  m<Mne  direction  et  sans  tonner  de  no'uds.  Une  courbe  qui 
paicourl  le  lil  deux,  lois  avant  d'être  fermée  peut  alors  (Hre  amenée 
à  prendre  son  cours  entièrement  sur  la  bande;  elle  \)tinl  donc  être 
déformée  en  un  point  à  travers  la  plaque.  Si  la  courbe  fait  y)  fois 
le  tour,  on  peut  successivement  éliminer  et  enlever  yo  fois  deux 
tours  qui  se  succèdent.  La  courbe  peut  ainsi  être  ramenée  à  un 
point.  Si  la  courbe  fait  2/>  H-  i  tours,  on  la  ramène  à  une  courbe 
faisant  un  tour.  Celle-ci  ne  peut  pas  être  déformée  en  un  point. 
Supposons  que  la  courbe  limitait  un  élément  de  surface  bilatère 
de  la  variété.  -Nous  perrons  dans  celle-ci  un  canal  en  forme  de 
tujau  le  long  de  la  courbe  ;  ainsi  la  variété  aura  pour  frontière  une 
surface  de  tore.  Si  nous  nous  'figurons  la  variété  définie  par  la 
jonction  de  deux  surfaces  de  tore,  de  la  façon  ci-dessus  indi- 
quée ce  canal  fera  une  fois  le  tour  d'un  de  ces  tores,  et 
l'élément  de  surface  sera  limité  par  une  courbe  de  latitude 
de  la  surface  du  canal.  Mais  du  moment  que  nous  avons  percé 
ce  canal,  nous  pouvons  déformer  la  variété  en  un  tore  situé 
dans  P  :  dans  celui-ci,  se  trouve  l'élément  de  surface  mentionné, 
limité  par  une  courbe  de  latitude  sur  la  surface  du  tore.  Cette 
courbe  de  latitude  fait  une  fois  le  lourde  l'axe  du  tore  et,  en  même 
temps,  elle  limite  un  élément  de  surface  dans  le  tore,  c'est-à-dire 
un  élément  de  surface  dans  P  qui  ne  coupe  pas  l'axe  du  tore  ;  ce 
qui  est  impossible.  Donc/>i  =  2. 

Toutes  les  surfaces  fermées  de  la  variété  (qu'elles  soient  bilatè- 
res  ou  unilatères)  peuvent  être  amenées  à  prendre  leurs  cours 
entièrement  dans  le  diagramme,  et  les  parties  qui  se  trouvent  dans 
la  plaque  peuvent  être  déformées  en  de  simples  éléments  de 
surface  dont  le  boi"d  est  dans  le  bord  de  la  plaque  et  qui  sont  ainsi 


linéaires  les  sous-vaiiélés  de  diverses  dimensions  que  Ion  obtient  en  combi- 
nant les  éléments  du  polyèdre,  ces  sous-variétés  ne  satisfont  pas  à  la  définition 
de  variété  donnée  par  lui.  car  elles  auront  en  général  des  singularités.  Au  fond, 
ce  fait  est  sans  importance,  car  dans  le  voisinage  d'une  variété  ayant  des  sin- 
gularités, on  peut  en  former  une  autre  sans  singularités.] 

(  Note  du  Traducteur.  ) 
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rattachées  à  la  partie  restante  de  la  surface  par  la  bande  d'atrache- 
ment  de  la  plaque.  Si  la  surface  n'a  qu'un  seul  élément  de  surface 
couvrant  la  plaque,  le  bord  de  celui-ci  sera  une  courbe  [2  ^i  +  À] 
sur  la  surface  du  fil  ;  cette  courbe  limitera  donc  une  portion  de 
surface  située  dans  le  fil  ;  mais  il  n'existe  avicune  surface  bilatère 
dans  le  fil  qui  ait  cette  courbe  comme  frontière,  puisque  la  courbe 
circule  deux  fois  autour  de  l'axe  du  tore  dans  la  même  direction. 
Par  contre,  l'élément  de  surface  peut  être  fermé  par  la  surface 
unilatère  de  ALibius.  Si  ensuite  la  surface  a  plusieurs  éléments 
dans  la  plaque,  on  peut  en  percer  deux  qui  se  succèdent  et  réunir 
les  bords  par  un  tujau;  si  la  surface  primitive  n'était  pas  frontière, 
la  nouvelle  ne  l'est  pas  non  plus.  S'il  j  en  a  un  nombre  pair  d'élé- 
ments de  surface  dans  la  plaque,  toutes  ces  plaques  peuvent  être 
soumises  à  cette  opération,  deux  à  deux,  après  quoi,  elles  sont 
toutes  facilement  poussées  hors  de  la  plaque  de  façon  que  la  surface 
soit  entièrement  dans  le  fil.  S'il  y  en  a  un  nombre  impair,  on  peut 
de  la  même  manièreles  enlever  tous  excepté  i ,  et  l'on  est  ramené  au 
cas  mentionné  au  commencement  où,  comme  nous  l'avons  vu, 
la  surface  devait  être  unilatère.  Si  donc  il  doit  se  trouver  dans 
notre  variété  une  surface  fermée  et  bilatère  qui  ne  soit  pas  fron- 
tière, il  doit  s'en  trouver  une  telle  dans  le  fil;  mais  chaque  surface 
fermée  et  bilatère  dans  le  fil  peut  être  ramenée  soit  à  \\n  point 
soit  à  un  point  duquel  partent  des  courbes  retournant  au  point  ; 
c'est-à-dire  que  toutes   surfaces   pareilles  sont  homologues   à  o. 

DonCjOa  =  I  • 

Nous  voyons  donc  que  la  variété  leprésentant  une  surface 
algébrique  avec  des  points  multiqles  isolés  contient  des  points 
pour  lesquels  le  voisinage  n'est  pas  une  variété  élémentaire . 
Nous  appellerons  de  tels  points  des poi/i  ts  singuliers  topologiques. 

Mais  les  variétés  définies  par  Picard  et  Poincaré  ne  contiennent 
que  des  points  dont  l'entourage  est  simplement  connexe  (P.et-S., 
Chap.  II,  n"'  2  et  3;  Poixc,  A.  S..,  §  2  et  3),  c'est-à-dire  ne  pos- 
sèdent pas  de  points  singuliers  topologiques.  Que  devient  alors 
le  théorème  :  «.  Toute  surface  algébrique  à  singularités  arbi- 
traires correspond  birationnellementà  une  surface  qui  n'a  d'autres 
singularités  qu'une  courbe  double  à  points  triples,  ces  singula- 
rités étant  les  plus  générales  de  leur  espèce  ?)>(P.  et. S'.,  Chap.  IV, 
n"  8).  Dans  le  premier  cas,  on  peut  toujours  trouver  des  singula- 
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rilcs  l()|)()l()i;i(jii('s.  iimis,  coiiime  c'est  facile  ii  \(>ir,  diuis  le  secomi 
cas,  on  a  en  IrmiNc  pdiut.  On  découvre  lacilcnienl  Texpllcalion 
de  ce  iaiL  eu  .siii\anL  les  IransformaLions  par  lesquelles  la  sur- 
tace  est  réduite  à  la  forme  nientionnc-e.  Ijn  point  nvulliple  isolé 
dcvii'nt  un  |)oinl  sini;ul  ici- |)i)ur  la  Iransloi  luatutn,  de  sorte  qu'il 
correspondra  à  une  courbe  algébrique  ne  passant  pas  par  des 
points  auiltiples.  La  frontière  du  voisinaj^e  du  point  double  est 
alors  équivalente  à  renvelop|)e  de  la  courbe  algébrique  correspon- 
dante. Dans  la  théorie  de  M.  Picard,  les  surfaces  sont  ainsi  débar- 
rassées de  leurs  points  singuliers  topologiques. 

Au  point  de  vue  topologique,  il  y  a  donc  une  différence  essen- 
tielle entre  les  surfaces  de  Piiemann  et  les  variétés  qui  représentent 
les  surfaces  algébriques.  Car  tandis  que  sur  celles-là  le  voisinage 
de  chaque  point  est  luie  variété  élémentaire  (la  surface  tournant 
autour  d'un  point  de  ramification  en  est  une  aussi),  il  n'en  est  pas 
toujours  ainsi  pour  celles-ci.  Pour  les  coordonnées  du  voisinage 
de  chaque  point  d'une  courbe  algébrique,  on  forme  facilement  des 
développements  en  séries  holomorphes  d'un  paramètre,  mais  on 
n'a  pas  réussi  à  représenter  les  coordonnées  du  voisinage  de  chaque 
point  d'une  surface  algébrique  par  de  telles  séries  à  deux  para- 
mètres, et  ceci  est  évidemment  lié  à  l'existence  de  pareils  points 
singuliers.  Au  tliéorème  :  «  Par  un  système  limité  de  pareilles 
séries  on  peut  représenter  tout  le  voisinage  de  chaque  point  sur 
la  surface  ».  correspond  cet  autre  :  «  Le  voisinage  d'un  point 
singulier  topologique  peut  être  obtenu  en  rassemblant  un  nombre 
fini  de  variétés  élémentaires  »;  ceci  résulte  de  ce  que  la  frontière 
puisse  être  obtenue  en  rassemblant  un  nombre  fini  de  variétés 
élémentaires.  (  Le  cône  ayant  pour  sommet  le  point  et  pour  direc- 
trice le  diagramme  de  la  frontière  rendra,  comme  coupe,  le  voisi- 
nage simplement  connexe.) 
•  Désignons  la  surface  primitive  par /,  et  celle  que  nous  obtenons 
en  débarrassait  /  de  ses  points  singuliers  topologiques  par  F;  nous 
pourrions  nous  poser  le  problème  de  construire  la  variété  qui 
représente /,  connaissant  celle  qui  représente  F.  On  cherche  les 
surfaces  fermées  qui  correspondent  sur/ à  chaque  point  multiple 
isolé  et  aux  autres  points  fondamentaux  de  la  transformation.  On 
découpe  le  voisinage  de  ces  surfaces  fermées  et  l'on  relerme  la 
variété  en  ajoutant  des  variétés  équivalentes  aux  voisinages  des 
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points  correspondants  de /.  Les  points  de  F  qui  sont  des  points 
singuliers  de  la  transformation  sont  traités  de  la  manière  opposée. 
Dans  l'exemple  que  nous  venons  de  considérer,  nous  avons 
réussi  à  trouver,  à  partir  du  diagramme,  les  nombres  de  con- 
nexion. Dans  sa  généralité,  ce  problème  est  évidemment  difficile  à 
résoudre  (*).  Cependant  le  diagramme  peut  servira  trouver  des 
limites  supérieures  pour  les  nombres  de  connexion^  mais  la  diffi- 
culté consiste  à  juger  si  les  variétés  trouvées  à  1  "aide  du  dia- 
gramme, et  qu'on  suppose  homologuement  indépendantes,  le  sont 
en  réalité.  La  théorie  des  intégrales  peut  servir  ici  comme  un 
expédient  {cf.  P.  et  S.^  Chap.  IV,  n"  9),  mais  elle  n'est  pas  suf- 
fisante. Car  le  théorème  général  avancé  par  Poincaré  et  Picard  : 
«  Le  nombre  de  périodes  linéairement  indépendantes  des  intégrales 
(définies  de  la  manière  la  plus  générale)  prises  le  long  de  variétés 
fermées  à  m  dimensions  eslp,,,  —  i  (Poinc,  .L  iS'.,  §7,  fin;  P.  et  .S'., 
Chap.  IL  n°  16)  n'est  pas  exact  (-),  On  se  rappelle  que,  dans 
l'exemple  ])lusieurs  fois  cité,  il  existait  une  courlje  ne  formant 
pas  frontière.  Or.  toutes  les  intégrales  prises  le  long  de  cette 
courbe  doivent  être  nulles  ;  car  si  l'on  parcourt  deux  fois  la  courbe, 
on  obtient  une  courbe  qui  peut  être  déformée  en  un  point;  donc, 
l'intégrale  doit  être  zéro.  On  y  voit  aussi  que  l'on  ne  peut  pas 
toujours  conclure  de  l'homologie  2\  '^^  o  que  V  ^^  o  (Poixr.., 
A.  6'.,  p.  19,1.  4). 


(')  On  peut  résoudre  le  proLlèiiie  iininécliateineiil  mainlenaiit  à  Taide  de;; 
méthodes  plus  récentes  de  Poincaié  [2°  et  3°  compléments  à  VAnalysis  situs: 
Rendiconti  di  Palermo,  i3  (1899),  etProceedings  of  LondonMath.  Soc. ,32  (1900)]. 
Car,  du  diagramme  de  M.  Heegaard,  on  déduit  tout  de  suite  les  Tableaux  de 
Poincaré  qui  donnent  facilement  les  nombres  de  connexion. 

(Note  du  Traducteur.) 

(^)  On  doit  se  mettre  en  garde  contre  Terreur  de  conclure  (|ue  toute  courbe 
qui  est  frontière  peut  être  ramenée  à  un  point  par  déformation  continue.  I^our 
qu'une  courbe  puisse  être  ramenée  à  un  point,  il  faut  quelle  soit  frontière  d'un 
élément  de  surface  simplement  connexe  (avec  peut-être  des  singularités).  Une 
courbe  peut  très  bien  être  frontière  d'une  surface  sans  être  frontière  d'un 
élément.  Voir  la  variété  ayant  les  nombres  de  connexion  F,  =1,  I^„  =  i,  ¥^  —  j 
et  sans  torsion  qui  n'est  cependant  pas  homêomorpheà  lliyperspiière  f I'oincaré, 
4'  complément  à  YAnalysis  situs  (Renclic.  di  Palermo)^. 

(Note  du  Traducteur.) 
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UEMAliQUES  FINALES. 

Tl  scniblc-rail  pout-('lre  inutile  d'essayer  de  former  une  lliéorie 
topol()i;iqne  de  la  connexion  des  surfaces  algébriques  si  Ton  n'a 
même  [)as  réussi  à  l'ésoudre  dans  loule  sa  généralité  le  problème 
des  variété  à  3  dimensions.  Il  faut  remarquer,  cependant,  que 
la  variété  à  4  dimensions  qui  représente  une  surface  algébrique 
est  une  variété  spéciale  et  que  l'on  peut  s'attendre  à  ce  qu'elle 
soit  relativement  sim[)le  au  |)oint  de  vue  lopoloi;ique.  Le 
tliéorème  de  M.  Picard  :  "^  Sur  une  surface  alj;él)rique  sans  points 
multiples,  il  n'y  a  pas  de  lignes  fermées  ne  formant  pas  frontière  n 
fait  penser  à  quelque  cbose  de  ce  genre  [P.  et  S ..  Cliap.  IV,  §  III). 

Je  n'ai  pas  encore  pu  obtenir  un  résultat  complet;  j'avancerai 
seulement,  pour  terminer,  quelques  remarques  détacliées.  Ce  qui 
m'a  décidé  à  pviblier  ces  études  préliminaires,  c'est  d'un  côté 
le  sentiment  que  l'on  devait  chercher  à  pénétrer  les  autres  points 
de  vue  de  nature  transcendante,  algébrique  et  de  géométrie 
énumérative  qui  ont  présidé  à  l'étude  des  surfaces  algébriques; 
d'un  autre  côté,  c'est  la  publication  du  Livre  de  MM.  Picard  et 
Simart,  aussi  bien  à  cause  des  parties  de  celui-ci  qui  ne  sont  pas 
d'accard  avec  mes  propres  recherches  qu'à  cause  de  celles  qui 
les    confirment. 

Pour  déterminer  la  connexion  du  plan,  nous  nous  sommes 
placés  au  point  de  vue  projectif  en  ce  qui  concerne  les  points  à 
l'infini;  jious  ne  pouvons  donc  pas  aboutir  au  même  résultat 
que  M.  Picard  {P.  et  S.,  Chap.  IV,  n"  9).  D'après  sa  définition,  la 
région  infinie  du  plan  est  composée  :  i°  d'un  ensemble  de  points 
X  ^  ce,  y  arbitraire,  limité;  2°  d'un  ensemble  de  points  x 
arbitraire,  limité,  l'^cc;  3"  du  point  x  ^  oj,  j-  =  oc.  J\ous 
considérons  chacun  des  deux  ensembles  comme  un  point  (les 
points  à  l'infini  sur  l'axe  des  X  et  sur  l'axe  des  ^  ),  et  en  tenant 

compte   des   différentes   valeurs  de    la  limite  —  lorsque    x    el   y 

augmentent  indéfiniment,  nous  obtenons  tout  un  ensemble  de 
points  au  lieu  du  point  3°.  En  nous  appuyant  sur  les  résultats  du 
paragraphe  IV,  nous  déterminei'ons  facilement  le  diagramme  du 
plan  projectivement  défini.  En  perçant  la  variété  A,  celle-ci  peut- 
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être  complètement  enlevée;  ainsi  S,  (B')  et  So  (C)  deviennent  des 
frontières  libres  pour  B  et  C.  Celles-ci  peuvent  être  déformées  de 
façon  à  être  réduites  au  voisinage  de  la  ligne  à  l'infini;  voici  donc 
le  diagramme.  On  obtient  ainsi  : 

Pour  que  B  +  C  soit  limité  par  un  espace  équivalent  à  un 
espace  sphérique,  il  faut  joindre  B  et  C  d'une  manière  spéciale, 
à  savoir,  la  manière  déterminée  par  les  équations  (5)  au  para- 
graphe IV.  Ce  sont  les  espaces  S,  (B)  et  iSo  (C)  qui  doivent  être 
joints;  ils  sont  limités  par  t  (B)  et  t  (C)  que  l'on  joint  de  façon 
que  les  courbes  méridiennes  du  premier  couvrent  celles  du  dernier, 
tandis  que  les  courbes  de  latitude  du  premier  (yi  constant)  cor- 
respondant aux  courbes  du  type  [  1^  +  ^^]  du  dernier.  On  voit  aussi 
sans  difficulté  que  le  diagramme  pour  2,  (Bj+SofC)  (jointes 
selon  cette  règle)  devient  un  point.  Si  on  les  avait  jointes 
selon  les  formules  ^  =  ^'  et  '(]  =  '^',  la  frontière  aurait  eu  les 
nombres  de  connexion  p,  =  2^  p-j  =  2;  donc  elle  n'aurait 
pas  été  équivalente  à  un  espace  sphérique. 

Deux  surfaces  fermées,  par  exemple  de  genre  o,  situées  dans 
une  variété  à  4  dimensions  sont  toujours  équivalentes,  mais, 
comme  nous  le  voyons,  leurs  entourages  ne  le  sont  pas  néces- 
sairement. Voilà  la  différence  entre  ce  que  nous  avons  appelé 
équùalence  et  ce  que  Poincaré  appelle  homéoinorphisme  (Poing., 

Pour  la  surface  du  deuxième  ordre  Fo,  j'ai  trouvé 

en  formant  le  diagramme  selon  l'exposé  du  paragraphe  V.  Le 
nojau  de  ce  diagramme  est  composé  de  deux  surfaces  fermées 
de  genre  o  qui  se  coupent  en  un  point.  Le  même  résultat  se 
trouve  très  facilement  comme  suit  :  une  génératrice  variable  dans 
l'un  des  systèmes  de  génératrices  est  déterminée  par  son  rapport 
anharmonique  avec  trois  génératrices  fixes  ;  de  la  même  manière. 


{^)  Ces  nombres  sont  les  mêmes  si  Ton  emploie  la  déruiilion  de  Poincaré.   Il 
en  est  de  même  pour  les  nombi'es  obtenus  pour  la  quadratique  et  la  cubique. 

(  Note  du  Traducteur.  ) 
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ime  j;('néi*alricc  tliuis  raiilic  sjslciiie  csl,  dcLciiniiiéc  jKir  un  r.i|)- 
porl  j'.  Chaque  point  sur  la  surface  est  alors  complèlemeiiL  drler- 
minë  par  les  valeurs  de  x  et  de  y^  correspondant  aux  généri\lrlces 
passant  par  le  point,  et  vice  versa,  {cc^  ce)  n'est  qu'un  point; 
(oo,  y)  et  (oo,  }')  correspondent  à  deux  génératrices  se  coupant  au 
point  (oo,  x).  Selon  le  point  de  vue  de  M.  Picard,  le  plan  sera  donc 
ce  que,  d'après  noire  conception  projective,  nous  aj)pclons  une 
surlace  du  deuxième  ordre.  Si  la  variété  à  4  dimensions  (  j",  )')  est 
percée  au  point  (o,  o),  l'ouverture  peut  être  élargie  jus(pi'à  ce 
que  la  frontière  rencontre  les  deux  surfaces  fermées  et  s'entre- 
coupant  qui  correspondent  à  (oo,  y)  et  {oo,  oo).  On  aboutit  alors 
au  même  résultat  que  tout  à  l'heure  (comparer  d'ailleurs  P.  cIaS'., 
Chap.  IV,  n'9;  Ghap.  II,  n°  16). 

Les  nombres  de  connexion  pour  le  plan  et  la  surface  de  deuxième 
ordre  sont  d'accord  avec  le  nombre  de  points  fondamentaux  de  la 
transformation  biunivoque  de  Chasles. 

Quant  à  la  surface  de  troisième  ordre  F^,  j'ai  d'abord  essayé 
de  l'examiner  de  la  même  manière  que  Fo,  en  m'appujant  sur  les 
recherches  du  paragraphe  V.  Mais  ici  j'ai  rencontré  des  difficultés 
provenant  des  lignes  doubles  dans  la  projection  de  la  surface  de 
ramification  sur  P,  et  de  leurs  points  triples.  J'ai  alors  essajé  de 
trouver  les  nombres  de  connexion  en  faisant  une  transformation. 
D'un  côté,  j'ai  transformé  la  surface  en  une  autre  de  deuxième 
ordre  Fo  en  faisant  correspondre,  aux  deux  systèmes  de  généra- 
trices de  Fa,  les  deux  systèmes  de  coniques  découpées  sur  F,  par 
deux  systèmes  de  plans  passant  respectivement  par  deux  droites 
A  et  B  de  F3  qui  ne  se  coupent  pas.  La  transformation  aura 
5  points  fondamentaux  sur  la  surface  Fo,  à  savoir  les  points  cor- 
respondant aux  5  paires  de  plans  passant  par  A  etB  qui  se  coupent 
sur  une  des  5  droites  (parmi  les  27  droites  sur  la  surface  F3)  cou- 
pant A  et  B.  Pour  transformer  F3  en  un  plan,  j'ai  établi  la  cor- 
respondance entre  les  deux  surfaces  à  l'aide  d'une  droite 
variable  passant  par  un  point  de  A  et  un  point  de  B,  A  et  B  étant 
deux  droites  de  F3  ne  se  rencontrant  pas;  dans  le  plan,  on  aura 
d'abord  5  points  fondamentaux,  correspondant  aux  points  d'inter- 
section du  plan  avec  les  5  droites  de  F3  coupant  A  et  B,  et  en  outre 
deux  points  fondamentaux  aux  points  d'intersection  a  et  6  avec  A 
etB;  à  ceux-ci  correspondent  deux  coniques  es  et  <l  sur  F3détermi- 

XLIV.  '^ 
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nées par  les  plans  (  AZ>)  et  (  Ba).  Le  point  d'intersection  de  celles-ci 
(le  troisième  point  d'intersection  de  ab  avec  F3)  sera  un  point 
fondamental  sur  F3  correspondant  à  la  ligne  ah  du  plan.  On 
emploie  plus  facilement  la  transformation  birationnelle  ordinaire 
quise  trouve  par  exemple  chez  SA\mon{Geometryo/odi?nensions, 
4*"  édition,  p.  55(3);  il  y  a  six  points  fondamentaux  dans  le  plan, 
correspondant  à  un  six  double  sur  F3. 

Ces  transformations  conduisent  aux  nombres  de  connexion 

Il  n'est  pas  trop  difficile  de  prouver  par  voie  topologique  le 
théorème  de  M.  Picard  :  p^=z  p3  =  i  si  la  surface  n'a  pas  de  points 
multiples.  Pour  trouver  p^i  j'ai  essayé  de  procéder  comme  à  la  lin 
du  paragraphe  VIII  en  imaginant  la  surface  infiniment  près  de  se 
décomposer  en  fi  plans;  un  intérêt  spécial  s'attache  à  l'examen 
de  n  :^  2  et  71  =  3.  J'espère  pouvoir,  plus  tard,  donner  à  toutes 
ces  recherches  une  forme  assez  complète  pour  qu'elles  puissent 
être  publiées  en  continuation  de  ces  études.  Il  faudrait  aussi 
étudier  les  relations  entre  les  nombres  de  connexion  topologiques 
P\iPi  et  7^3  d'un  côté,  et  les  différents  «  invariants  » />o^,  />«,  /?''', 
y^'-\  ....  de  l'autre. 

V  oilà  un  vaste  champ  pour  de  futures  recherches,  lesquelles 
sont  rendues  difficiles  aussi  bien  par  la  nature  compliquée  du 
sujet  cjue  par  la  large  base  des  méthodes. 


FIN    DU    ÏOME    XLIV. 
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ÉTAT 


Dlî  LA  SOCHÎTIÎ  MAÏlIlîMATiaUlî  1)1!  l'IUNCK 

AU  COMMENCEMENT   DE   L'ANNÉE   l'.ilG('). 


Membres  honoraires  du  Bureau.... 


MM.  APt»ELL. 
DARBOUX. 
DEMOULIN. 
DERUYTS. 
HADAMARD. 

HATON  DE  LA  GOUIMLLIÈRE. 
HUMBERT. 
JORDAN. 
LECORNU. 
MITTAG-LEFFLER. 
NEUBERG, 
PAINLEVÉ. 
PICARD. 

VALLÉE  POUSSIN  (de  la). 
VOLTERRA. 
ZEUTHEN. 


Président. 


Vice-Présidents. 


Secrétaires , 


Vice-Secrétaires. 


Archiviste . 
Trésorier. 


Membres  du  Conseil  (^) 


MM.  FOUCHE. 
FONTENÉ. 
GUICHARD. 
LEBESGUE. 
MAILLET. 
P.  LÉVY. 
MONTEL. 
FATOU. 
TRESSE. 

CAHEN. 
SERVANT. 
BIOCHE,  1917. 
BLUTEL,   1919. 
BOREL,  1917. 
BOULANGER,  1919. 
BRICARD,  1918. 
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FOURET,  1917. 
GRÉVY,  1918. 
GUICHARD,  1917. 
KOENIGS,  1918. 
VESSIOT,  1918. 
OCAGNE  (d'),  1918. 


(>)  MM.  les  Membres  de  la  Société  sont  instamment  priés  d'adresser  au  Secrétariat 
les  rectifications  «lu'il  y  aurait  lieu  de  faire  à  cette  liste. 

(5)  La  date  qui   suit  le  nom   d'un   membre  du   Conseil  indique  1  année  au  com- 
mencement de  laquelle  expire  le  mandat  de  ce  membre. 

S.  M.  —  Comptes  rendus.  ' 


El)  raison  de  l'état  de  guerre  actuel,  le  Conseil  de  la  Société  mathématique  de  France  a 
décide  de  suspendre  les  relations  de  la  Société  avec  ceux  de  ses  membres  qui  appartiennent 
aux  nations  ennemies;  en  conséquence,  les  noms  de  ces  membres  ne  figurent  pas  sur  la  liste 
ci-dessous  : 

Date 

de 

l'admission. 

1872.     ACIIARD,    ancien    directeur    de    la  Compagnie  d'assurances    sur  la    vie    La  Foncière, 

rue  de   la  Terrasse,  6  his,  à  Paris  (17°). 
1900.     ADIIEHAU  (vicomte  Robert  d'),   professeur  à  la  Faculté   libre  des   Sciences,    place   de 

Genevières,  i4,  à  Lille  (Nord). 
1896.     AiXDOYEK,  professeur  à  la  Faculté  des  Sciences,  membre   du  Bureau  des  LonjUndes, 

rue  du  Val-de-Gràce,  11,  à  Paris  (5'). 
1894.     AXDRADE,  professeur  à  la  Faculté  des  Sciences,  rue  de  Villars,  j,  à  liesançon. 
1872.     ANDRE  (Désiré),  docteur  es  sciences,  rue  Bonaparte,  70  bis,  à  Paris  (6"). 
1879.     APPELL,  membre  de  l'Institut,  doyen  de  la  Faculté  des  Sciences  et  professeur  à  l'Ecole 

Centrale  des  Arts  et  Manufactures,  rue  du  Bac,  32,  à  Paris  (7'). 
1910.     ARCI1IBALD(R.-C.),  professeur  àBrowu-Université,  Providence,  Khode  lsland(  États-Unis). 
1900.     Al'RlC,  ingénieur  en  chef  des  ponts  et  chaussées. 
1900.     BAIRE,  professeur  à  la  Faculté  des  Sciences,  24,  rue  Audra,  à  Dijon. 
189G.     BAKER,  professeur  à  l'Université  de  Toronto  (Canada). 
1905.     BARRÉ,  capitaine  du   génie,  docteur  es  sciences  mathématiques,   vw  Lliomond,   10, 

à  Paris  (5'). 
1875.     liERDELLÉ,  ancien  garde  général  des  forêts,  à  Rioz  (  llaute-Saône  ).  S.  P.  (*). 
1891.     BERTRAND  DE  EOXTVIOLAIVT,  professeur  à  l'École  Centrale   des  Arts  et    Manufactures, 

avenue  de  Wagram,  167,  à  Paris  (17°).  S.  P. 
1910.     BERTRAND  (G.),  rue  de  la  Vieille-Église,  2,  à  Versailles. 

1913.     BILIMIIVITCII,  privat-dozent  à  l'Université  de  Kiew,  rue  Stanislas,  i!\,  à  Paris  (6°). 
1888.     RIOCllE,   professeur  au    lycée    Louis-le-Graud,    rue    Notre-Dame-des-Champs,    56,    à 

Paris  (6°).  S.  P. 

1891.  BLITEL,   inspecteur  général  de  l'Instruction  publique,    rue  Deiifert-Rocliereau,   no, 

à  Paris  (  i4'). 

1902.  BOBERIL  (comte  Roger  du),  rue  d'Antibcs,  ii4,  à  Cannes  (Alpes-Maritimes).  S.  P. 
1907.      BOU'ËL  DE  DIENVAL,  ancien  élève  de  l'École  Polytecli nique,  au  château  de  Valsery,   à 

Cœuvres  (Aisne).  S.  P. 

1892.  BONAPARTE  (prince),  membre  de  l'Institut,  avenue  d'Iéna,  10,  à  Paris  (16'). 

1895.  BOREL    (Emile),    professeur    à   la  Faculté    des    Sciences,    sous-directeur   de    l'École 

Normale,  rue  d'Ulm,  45,  à  Paris  (5°).  S.  P. 
1913.     BORiOLOTTI  (E.),  professeur  à  l'Université  de  Modène,  via  Maggiore,  i8,  à  Bologne, 

(Italie). 
1909.      BOIjIjAD  (F.),  ingénieur  au  service  des  ponts  des  chemins  de   fer  de  l'État  égyi>tien, 

au   Caire  (Egypte). 
189G.     BOULANGER,    docteur    es    sciences,   répétiteur  et  examinateur    d'admission   à  l'École 

Polytechnique,  rue  (iay-Lussac,  68,  à  Paris  (5°). 
1913.     BOLLIGAND,  agrégé  de    mathématiques,   docteur   es  sciences,  9,  rue  de   la   Scellerie, 

à  Tours  (Indre-et-Loire). 

1896.  BUURGET  (IL),  directeur  de  l'Observatoire,  à  Marseille. 

1903.  BOUTIN,  rue  Lavieuville,  26,  à  Paris  (18'). 

(*)  Les  initiales  S.  P.  indiquent  les  Sociétaires  perpétuels. 
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l'.lOi.     BlUrUOllX  (P.),  professeur  h  la  Faeullé  des  Sciences  de  Poitiers.  S.  P. 
l'JOU.      BUKirLIiVU,  proviseur  du  lycée  liiitTou,  boulevard  Pasteur,  |6,  à  Paris  (l't")- 
l'Jll.      UIUTU,  |)rofesseur,  stradela  Goliei,  8,  à  Jassy  (  Rouiuaiiie  ). 

ItS'JT.     BUICAUD,  professeur  au  Couservatoire  des  Arts  et  Métiers,  répétiteur  à  l'École  Poly- 
technique, rue  Deiifert-Kocliereau,   loS,  à  Paris  (  14° )■ 
1873.     BKOCAItD,    lieuteiiaut-coloiiel  du   ijéiiie   territorial,    rue  des  Ducs-de-l>ar,  76,  à  Bar- 

le-Uuc.  S.  P. 
I'jr2.     llltOWiVE,  Granjje  Mockler,  à  Gariick-ou-Suir  (comté  de  Tipj)erury,  Irlande). 
l'JOl.     BUIIL,  professeur  à  la  Faculté  des  Sciences,  rue  des  Coffres,   11,  à  Toulouse. 
18U'4.      C.VIIIiM,  chargé  de  cours  à  la  Sorbonne,  rue  Cortainbert,  ^fi,  à  Paris  (16"). 
18'J3.     C4liDAUEU\,  professeur  à  l'Université,  palazzo  Gianipaolo,  via  deila  Libéria,  à  Palerme 

(Italie). 
1885.     CAKO\,  chef  honoraire  des  travaux  jj.-aphiques  à  la  Sorbonne,  rue  Claude-Bernard,  71, 

à  Paris  (  5°). 
1892.     C.VUOXNET,  docteur  es  sciences  matlématiques,  avenue  Niel,  i5,  à  Paris  (17*). 
1896.      CAKTAX,  professeur  à   la  Faculté  des  Sciences,  rue   de   Vaugirard,  174,  à  Paris  (i5'). 
1887.     CAKVALIiO,    directeur  des  études  à  TÉcule  Polytechnique,    rue  Descartes,   21,  à   Paris 

(>).  S.  P. 
18'J().     tEDEltCllKlJrZ  (  baronne  Naiin    ),  Unionsgatan,  4,  à  Helsingfors  (Finlande). 
l'Jll.     CIIALOUY,  professeur  au  lycée  Carnot,  rue  de  Vaugirard,  38,  à  Paris  (6°). 
1896.     CIU15VE,  doyen  honoraire  de  la  Faculté  des  Sciences,  villa  Gambie,  23,  rue  Va-à-la- 

Mer,  à  Marseille. 
1911.     ClIATELET,   maître    de  conf(''rciices  à    la  Faculté  des  Sciences,   rue    du   Japon,   12,  à 

Toulouse. 
1907.     CUAZV,  maître  de  conféniices  à  la  Faculté  des  Sciences,  à  Lille. 

1913.  COBLYN,  capitaine  du  génie,  rue  des  Vignes,  34,  à  Paris  (16°). 
1915.     COXSrAi\iTli\IOÈS,  professeur  au  gymnase  de  Phodos  (Grèce). 
1896.     COSSERAT  (E.  ),  directeur  de  l'Observatoire,  à  Toulouse. 

1900.  COrrON  (Emlle),  professeur  à  la  Faculté  des  Sciences,  à  Grenoble.  S.  P. 

1914.  CRELIEB,  professeur  à  l'Liniversité  de  Berne,  à  Bienne  (Suisse). 

1904.  CURTISS,    professeur   à   rUniversité    Northwestern,   Milburn    Street,   720,  à    Evanston 

(Illinois,  États-Unis). 
1872.     DAUBOL'X,  secrétaire  perpétuel    de    l'Académie  dos   Sciences,   doyen   honoraire  de  la 

iaculté  des  Sciences,  rue   Mazarine,  3,  à  Paris  (6°). 
1885.     DAUrilEVILLE,  doyen  de  la  Faculté  des  Sciences,   cours  Gambetta,  27,  à  Montpellier. 

1901.  DELASSIS,    professeur    de    Mécanique   rationnelle     à     la    Faculté    des    Sciences,  rue 

de  Brach,   92,   à    Bordeaux. 

189').     DELAUiVAY  (N.  ),  professeur  à  l'Institut  Empereur  Alexandre  II,  à  Kiew  (Russie). 

1913.  DELYILliE  (L.),  ingénieur  aux  forges  et  aciéries  de  Uuta-Bankovva,  à  Dombrowa 
(  Pologne,  Russie). 

1885  DEMAUTBES,  doyen  de  la  Faculté  des  Sciences,  avenue  Saint-Maur,  à  la  Madeleine- 
lès-Lille  (Nord). 

1892.     DE11011LI\  (Alph.),  professeuiù  l'Université,  rue  Joseph-Plateau,  10,  à  Gand  (Belgique). 

1905.  DEXJOY,    maître   de  conférences   à   la    Faculté   des    Sciences,    rue    Duguesclin,    3,    à 

Montpellier. 
1883.     DEUUYIS,  professeur  à  l'Université,  rue  des  Augustins,  35,  à  Liège  (Belgique). 
1894.     DESAIAlï,  docteur  es  sciences,  boulevard  Gouvion-Saint-Gyr,  47,  à  Paris  (17'). 
1900.     DICKSTEllV,  Marszatkowska,  117,  à  Varsovie. 


Date 
de 

l'admission. 

1914.  DOÎVDEU  (J.  de),  rue  Forestière,  ii,  h  Bruxelles  (Bel{;iquc). 

1899.  DUACII,  chargé  de  cours  à  la  Faculté  des  Sciences,  square  Lagarde,  3,  a.  Paris  (5°). 
1909.  DUURY,  bibliothécaire  de  l'Université,  University  Station,  Urbana  (Illinois,  États-Unis). 
1907.     DULAC,  professeur  à  la  Faculté  des  Sciences,  quai  des  Brotteaux,  4>  à  Lyon. 

189G.     DUMAS  (G.),   docteur  de  l'Université  de   Paris,  professeur  à  l'Université,  Cabrières, 

avenue  Mont-Charmant,  à  Béthusy-I.ausanne  (Suisse). 
1897.     DlJHO\T,  professeur  au  lycée,  avenue  Bouvard,  6,  à  Annecy  (Haute-Savoie). 
1886.     DLKCAIV,  Consulting  Engineer,  Empire  Building,  Liberty  Street,  55,  New-York  City. 

1902.  ECOROFF  (Dimitry),  professeur  à  l'Université,   Povarskaya,  Borissoglebsky  per.,  u"  8, 

à  Moscou  (  Russie). 

1915.  ESCLA\1iO\',  astronome  à  l'Observatoire  de  Floirac  (Gironde). 

1912.     EISEIVUARDT  (L.-P.),   professeur  à  l'Université  de  Princeton,    Alexander  Street,    22, 
à  Princeton  (New-Jersey,  Etats-Unis). 

1916.  ELCUS,  banquier,  rue  du  Colisée,  .36,  à  Paris  (8").  S.  P. 

1903.  ESPA\'ET,  ingéuieur  civil,  Brazil  Uaiiway  Company,  rue  Louis-le-Grand,  9,  à  Paris. 

1900.  ESTAVAVE,  docteur  es  sciences,  secrétaire  de  la  Faculté  des  Sciences  de  Marseille. 
1907.     ETZEL,  professeur  de  mathématiques  et  d'astronomie  au  C(jllège  de  Saint-Thomas,  à 

Saint-Paul  (Minnesota,  États-Unis). 

1896.  ElVIiUTE,  ancien  élève  de  l'École    Polytechnique,   ancien    cajjitaine   d'artillerie,    rue 

du  Pré-aux-Clercs,  18,  h  Paris  (7°). 

1888.  l''AllltV,  prol'csseurà  la  Faculté  des  Sciences,  rue  Chaptal,  17,  à  Monl()elIier. 
1906.     FARA(iGI,  professeur,  galerie  Sarlande,  i,  à  Alger. 

1904.  FATOU,  docteur  es  sciences,   astronome-adjoint  à  l'Observatoire,  boulevard  du   Mont- 

parnasse,  172,  à  Paris  (i4°). 

1891.  FAlQllEMltElidlJE,  professeur  au  lycée,  à  Monl-dc-Marsan. 

1892.  FEIIK  (Henri),  professeur  à  l'Université,  route  de  P'iorissant,  iio,  à  Genève  (  Suisse  ). 
1885.     FIEIiDS  (J.),  professeur  à  l'Unirersité,  Toronto  (Ontario,  Canada). 

1881.      FliOQDET,  doyen  delà  Faculté  des  Sciences,  rue  de  la  Conimaiiderie,  21,  à  Nancy. 
1872.      FI.YE  SAI\TE-)IAKIE,  chef  d'escadi-on  d'artillerie  en  retraite,  ancien  lépélileur  à  l'École 
Polytechnique,  place  Boyer-Collard,  à  Vitry-le-François  (Marne). 

1897.  FO\TEi\E,  inspecteur  de  l'Académie  de  Paris,  rue  Le  GofT,  7,  à  Paris  (5*). 

1903.     FOUI)  (  Walter  B.),  professeur  de  mathématiques  à  l'Université  de  Michigan,  à  Ann 
Arbor  (Michigan,  États-Unis). 

1889.  FdliCIIÉ,  répétiteur  à  l'École  Polytechnique,  rue  Soufllot,  5,  à  Paris  (5<'). 

1905.  FOUI'>r,  professeur  à  l'Institut  catholique,  rue  Le  Verrier,  17,  à  Paris  (6°). 

1872.     FOIIUET,  ancien  examinateur  d'admission  à  l'École  Polytechnique,  avenue  Cainol,4, 

a  Paris  (17").  S.  P. 
1903.     FUAISSE,  inspecteur  des  études  au  Prytanée,  à  La  Flèche  (Sarthe). 
1911.     FKECIIET,  professeur  à  la  Faculté  des  Sciences,  à  Poitiers. 
1903.     FUElEli,  ancien  président   de  la   Société   mathématique  suisse,   ancien   professeur  à 

l'Université  de  Bàle,  professeur  à  l'Université,  Friedrichsplatz,   9'",   à   Karisruhe 

(Allemagne  ). 
1911.     GALBRliX,  docteur  es  sciences,  avenue  Émile-Deschanel,  i4,  à  Paris  (7°). 
1900.      GAIiUEAiVO  (Z.-G.  de),  correspondant  des  Académies  royales  des  Sciences  de  Madrid  et 

de  Lisbonne,  professeur  à  l'Université,  Calle  del  Coso,  99,  à  Saragosse  (Espagne). 

1906.  (iAUGA,1I  DE  MOXCEI'Z,  licencié  es  sciences,  à  Étoile  (Drôme). 

1872.     GARIEL,  inspecteur  général  des  ponts  et  chaussées  en  retraite,  professeur  honoi  aire 
à  la  Faculté  de  Médecine,  rue  Édouard-Detaille,  6,  h  Paiis  (17°). 


Date 

de 
l'adinission. 

I'.)08.      (!Alt\IEU,  inaîtro  do  coiir<';i'eacos  à  la  Kaciillé  (l(!s  Scioiices,  à  Poitiers. 

l'.)ll.     (iAll,  professeur  à  la  Faculté  des  Sciences,  cours  Saint-André,  ii6,  à  Grenoble. 

ISUG.      (i.VlirillIîll-VIMiVIlS,  ancien  élève  de   l'ICcoie  Polyteclmique,  éditeur,  quai  dos  Grands- 

Aiiffiislins,  55,  à  Paris  (  fi°  ) . 
IS'.II).      (il'UMIlA,  professeur  libre  à  l'Université,  à  Palerme  (Italie). 
1900.     «liUAKDIX',  quai  Claude-Ie-Lorrain,  82,  à  Nancy. 
1S'J7.     (ilîlilt.VX'S,  professeur  à  Worcester  Collej;e,  Saint-Jolin  street,  20,  i»  Oxford  (Grande- 

lîrctafjne).     ■ 
l'.)13.      GIIUID,  agrégé  de  mathématiques,  rue  Le  Verrier,   11,  à  Paris  (6"). 

1913.  GDDliAlJX,  rue  Victor-Cousin,  6,  à  Paris. 

1903.  GODEY,  ancien  élève  de  l'Ecole  Polytechnique,  rue  du  Hois-de-Boulogne,  7,  à 
Paris  (16°). 

1914.  GOI.OIBEFF  (W.),  agrégé  de  l'Université,  rue  Stanislas,   i/l,  à  Paris  (6=). 

1907.     GOT  (Th.),  docteur  es  sciences,  section  technique  du   gimie,  rue  de  Bellechasse,  89, 

il  Paris  {-]"). 
1881.     GOIKSAT,  professeur  à  la  Faculté  des  Sciences,   répétiteur  'a   l'École  Polytechnique, 

rue  de  Navarre,   11  bis,  à  Paris  (5').  S.  P. 
1912.     GllAMONT  (A.  de),  licencié  es  sciences,  rue  de  Ponthieu,  62,  à  Paris  (8°). 
1896.     GKEVV,  professeur  au  lycée  Saint-Louis,  rue  Claude-Bernard,  71,  à  Paris  (5"). 

1899.  GUADKT,  ancien  élève  de  l'École  Polytechnique,  rue  de  l'Université,  69,  à  Paris   (7"). 
190G.     GIIEKBY,  professeur  au  collège   Stanislas,  rue  d'Assas,  5o,  h  Paris  (6*).  S.  P. 

1900.  ClJICIIAlîD    (C),    professeur    à     la    Faculté    des    Sciences,    rue    Boulainvilliers,    i4, 

à  Paris  (i6"). 

1907.     GIJICIIARI)  (L.),  professeur  de  matliématiques  au  collège  de  Barbezieux  (Charente). 

1896.  IIAI)A)IARI),  membre  de  l'Institut,  professeur  au  Collège  de  France  et  à  l'École 
Polytechnique,  rue  Humboldt,  25,  à  Paris  (i4'')-  S.  P. 

189i.  IIALSTED  (G.-B.),  Colorado  State  Teachere  Collège,  à  Greeley  (Colorado,  États- 
Unis).  S.  P. 

1901.  IIAVCOCK,  professeur  à  l'Université  de  Cincinnati,  Auburn  Holel  (  Ohio,  États-Unis). 
1909.     I1A\SE\,  privat-docei't  à  l'Université,  Strandboulevarden,  66,  Copenhague  (Danemark). 
187'2.      inTO\'  DE  l,A  GOUIMI.I.lÈltE,  membre  de  l'Institut,  inspecteur  général  des  mines,  direc- 
teur honoraire  de  l'École  des  Mines,  rue  de  Vaugirard,  56,  à  Paris  (6").  S.  P. 

1905.      IIEDRICK,    professeur  à  l'Université,  South  Ninth  street,  3o2,  à  Columbia   (Missouri, 

États-Unis). 
1892.      IIEIÎMAX\',  libraire-éditeur,  rue  de  la  Sorbonne,  8,  à  Paris  (5"). 
1911.     HIEi;iIOI,TZ,  professeur,  avenue  de  Belniont,  28,  à  Montreux  (Suisse). 
1911.     llftliMGItliN,  professeur  à  l'Université  d'Upsal,  à  l'Observatoire,  à  Upsal  (Suède). 

1895.  lion'   (S.),   professeur  à   l'École  S"-Croix   de   Neuilly,  boulevard   Pereire,   218  Ois, 

h    Paris  (i7«).  S.   P. 

1880.  IIUMBEUT,  membre  de  l'Institut,  ingénieur   en  chef  des   mines,  professeur  à    l'École 

l'olytechni(jue,  rue  Daubigny,  6,  à  Paris  (17"). 
1907.     lllSSft\,  professeur  à  la  Faculté  des  Sciences,  rue  des  Tiercelins,  60,  à  Nancy. 

1881.  IMItER,  ancien  directeur  des  études  à  l'École  Centrale,  ancien  membre  du  Conseil  de 

l'Ecole  Centrale,  place  Voltaire,  2,  ii  Paris  (11"). 

1896.  JAnQLET  (E.),  professeur,  rue  Lagarde,  3,  à  Paris  (5»). 

191'i.     .UGl'lR  (h'.),  licencié  es  sciences,  avenue  de  la  Grande-Armée,  69,  à  Paris  (i6'). 
1903.     JE\SE^  (J.-L.-W.-V.),   ingénieur  en   chei  des   téléphones,   Frederiksberg  allée,  68,  à 
Copenhague  (  Danemark). 
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1872.  JORDAN,   membre   de  l'Institut,  professeur  honoraire  à  l'École  Polytechnique  et  au 

Collège  de  France,  rue  de  Varenne,  4^.  à  Paris  (7')-  S.  P. 
1913.     KAS\ER  (E.),  professeur  à  l'Université  Columbia,  à  New-York  (États-Unis). 
1910.     KÉRWAL,  professeur  au  lycée  Louis-le-Grand,  avenue  du  Maine,  46,   à   Paris   (l'i"). 
1913.     KlVELIOVrrCn,  licencié  es  sciences,  rue  Laromiguière,  6,  à  Paris  (5°). 

1892.  KOCII    (H.     von),    professeur    à    l'École    Polytechnique,    à    Djursholni-Stockholm 

(Suède). 
1880.     KŒMICS,   professeur  à  la  Faculté   des  Sciences,  examinateur    d'admission    à   l'École 

Polytechnique,  rue  du  Faubourg-Saint-Jacques,  77,  à  Paris  (i4°). 
1913.     KOSTITZIN  (V.),  avenue  Villemin,  82,  à  Paris. 

1907.  KRYLOFF,   ingénieur  des  Mines,  professeur  d'analyse  à  l'École  supérieure  des  Mines 

de   Petrograd,   h   Ouezd-Radomysl,  Gitoniirska  Chaussée,  Station  Nebylitza,  village 
Kolganowka,  gouvernement  de  Kiew  (Russie). 

1897.  LACAUCniG,  ingénieur  civil,  rue  Brochant,  18,  à  Paris  (  17'). 

1873.  LAISANT,  docteur  es  sciences,  répétiteur  et  examinateur  à  l'École   Polytechnique, 

rue  du  Conseil,  5,  à  Asnières  (Seine). 

1906.  LALESCO,  maître  de  conférences  à  l'Université,  str.  Luteranh,  3i,  h  Bucarest. 

1893.  L\XCEIil\,  astronome  adjoint  à  l'Observatoire,  rue  Boissonnade,   3,    h  Paris  (1^'). 
1896.     LAROZE,  ingénieur  des  télégraphes,  rue  Froidevaux,  8,  à  Paris  (i4'')- 

1908.  LATTES,  professeur  à  la  Faculté  des  Sciences,  rue  de  Metz,  24,  à  Toulouse. 
1896.  LEAIl,  professeur  au  lycée  Michelet,  rue  Denfert-Rochereau,  83,  à  Paris  (i4*)- 
1880.  LÉAIITÉ,  membre  de  l'Institut,  boulevard  de  Courcelles,  18,  à  Paris  (17').  S.  P. 
1896.  LEREL,  professeur  au  lycée,  rue  Pelletier-de-Chambrun,  12,  à  Dijon. 

1902.  LKRESGUF,,    maître    de   conférences   à  la   Faculté  des   Sciences  de    Paris,    rue  Saint- 

Sabin,  3.5  his,  à  Paris  (11'). 

1903.  LEBEUF,  directeur  de  l'Observatoire,  professeur  d'astronomie  à  l'Université,  àBesançon. 
1893.     LECORN'U,  membre  de  l'Institut,  inspecteur  général  des  mines,  professeur  à  l'École 

Polytechnique,  rue  Gay-Lussac,  3,  à  Paris  (5'). 
1895.     LÉMERAY,  licencié  es   sciences  mathématiques  et  physiques,  ingénieur  civil  du  génie 
maritime,  villa   Véga,  à  Antibes  (Alpes-Maritimes). 

1904.  LEMOYN'E  (T.),  rue  Claude-Bernard,  4i,  à  Paris  (5"). 

1895.  LE  ROUX,  professeur  à  la   Faculté  des  Sciences,  rue  de  Châteaudun,  i3,  à  Rennes. 

1898.  LE  ROY,  professeur  au  lycée  Saint-Louis,  rue  Cassette,  27,  à  Paris  (6'). 
1891.  LERY,  agent-voyer  en  chef  de  Seine-et-Oise,  rue  Magenta,  5,  à  Versailles. 
1900.  LEVI  CIYITA  (T.),  professeur  à  l'Université,  via  Altinate,  i4,  à  Padoue  (Italie). 

1907.  LESCOlIRGdES,  professeur  au  lycée  Henri  IV,  rue  Jean-Barl,  4,  à  Paris  (6*). 

1909.  LÉYY  (Albert),  professeur  au  lycée  Saint-Louis,  rue  de  Rennes,  86,  à  Paris  (6«). 
1907.     LÉVY  (Paul),  ingénieur  des  mines,    répétiteur   d'analyse    à    l'Ecole    Polytechnique, 

rue  Chernoviz,  9,  à  Paris  (i6*). 

1898.     LliVDELÔF  (Ernst),  professeur  à  l'Université,  Sandvikskajen,  i5,  à  Helsingfors  (Finlande). 

1886.     LIODVILLE,    ingénieur  en  chef  des  poudres,   examinateur   des   élèves  à  l'École    Poly- 
technique, h  >Iaure  (lUe-et- Vilaine). 

1912.  LOVETT  (E.-O.),  Rice  Institute,  à  Houston  (Texas,  États-Unis). 
1902.     LIJCAS-GIRARDVILLK,  à  la  Manufacture  de  l'État,  à  Tonneins. 

1902.     LUCAS  DE  PESLOUAN,  ancien  élève  de  l'École  Polytechnique,  avenue  Rapp,  4i,  à  Paris  (7'). 

1913.  LUS1\,  professeur  adjoint  à  l'Université   de  Moscou,  rue  Stanislas,  i4,  à   Paris  (6"). 
1895.     MAILLET,  ingénieur  en  chef  des  ponts  et  chaussées,  examinateur  des  élèves  à  l'École 

Polytechnique,  rue  de  Fontenay.  11,  à  Bourg-la-Reine  (Seine).  S.  P. 
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1905.     MALUSKI,  proviseur  du  lycôe  de  Marseille. 

1006.     MARCl'S,  licencié  es  sciences,  rue  Herthier,  6,  à  Nemours  (Seine-et-Marne). 

1904.     MAROTTE,  professeur  au  lycée  Cliarlemagne,  rue  de  Reuilly,  35  i/.f,  à  Paris  (n*). 

ISSi.     MAim\  (Artemas),  918  N.  Street,  N.  W.,  à  Washington  D.  C.  (États-Unis). 

1889.     MEXDIZABAL  TAMBOREL  (de),   membre  de  la  Société    de  Géographie  de   Mexico,    calle 

do  Jésus,   i3,  à  Mexico  (Mexique).  S.  P. 
18S'i.     MERCEREAU,  licencié   es  sciences,  docteur  en    médecine,    rue   de    l'Université,  191, 

à  Paris  (7').  S.  P. 
190^.     MERLIN    (Emile),    charf;é    des  cours   d'aslronomie    mathématique  et   de    jjéodésie   à 

l'Université,  rue  d'Ostende,  11,  à  Gand  (Relfjique). 

1904.  METZLER,  professeur  à  l'Université,  à  Syracuse  (État  de  New-York). 

1909.     MICHEL    (Charles),   professeur  ati   lycée  Saint-Louis,  rue  Sarrofte,  l'i,  à  Paris  (i4*)- 
189.3.     MICHEL  (François),  injjéiiieur,  licencié  es  sciences,  chef  du  service  dés  parcours  de 

la    Compagnie    des    chemins    de   fer    du    Nord,     faubours;     Saint-Denis,    210,    à 

Paris  (lo'). 
1873.     MITTAG-LEFFLER,  professeur  à  l'Universilé,  h  Djursholm-Slockholm  (Suède). 
1907.     MOXTEt,  chargé  de  conférences   à   la   Faculté  des  Sciences,   répétiteur   d'analyse   à 

l'École  Polytechnique,  boulevard  de  Vangirard,  5^,  à  Paris  (15"). 
1898.     MOXTESSDS    DE    BALLORE   (vicomte  Robert    de),    professeur   à    la    Faculté    libre   des 

Sciences,  boulevard  Biffot-Dancl,  i5,  à  Lille  (Nord). 

1911.  MOORE  (CH.-Ri.),  professeur  assistant  à  l'Université  de  Cincinnati  (États-Unis). 
1909.     IVEOVllS,  ancien  professeiir  ii   l'Université  d'Helsingfors,   Chr.   Vinthersvei  3',  à  Co- 
penhague (Danemark). 

1885.     NEl'RERG,  professeur  à  l'Université,  rue  Scl.ssin,  fi,  à  Liège  (Belgique). 
1897.     NICOLLIER,  professeur,  la  Châtaigneraie,  à  Saint-Clarens  (Vaud,  Suisse). 

1900.  MEWEXCLOWSKI,  docteur   es   sciences,    inspecteur  général  de  l'Instruction   publique, 

rue  de  l'Arbalète,  35,  h  Paris  (5°  ). 
188?.     OCAGiVE  (M.  d'),    ingénieur  en  chef  des   ponts   et    chaussées,  professeur  à   l'École 
Polytechnique    et    à    l'Ecole    des    Ponts    et   Chaussées,    rue    La     Boëtîe,    3o,    à 
Paris  (8°).  S.  P. 

1905.  OCIVET,  49,  rue  d'Arras,  à  Douai. 

1873.     OVIDIO  (E.  b'),  sénateur,  professeur  à  l'Université,  via  Lagrange,  ?,  àTurin  (Italie). 

1901.  PADÉ  (H.),  recteur  de  l'Académie  de  Besançon. 

1893.      PAIXLEVÉ,    membre  de  l'Institut,   professeur  à   la   Faculté  des  Sciences  et  à  l'École 
Polytechnique,  rue  Séguier,  18,  à  Paris  (6*). 

1912.  PA\GE  (de),  ancien  élève  de  l'École  Polytechnique,  rue  François  I",  32,    >  Paris  (8'). 
1888.     PAPELIER,   professeur  au    lycée,  rue  Notre-Dame-de-Recouvrance,  29,  à  Orléans. 
1881.     PELLET,  professeur  à  la   Faculté  des  Sciences,  boulevard   Gergovia,  77,  à  Clermont- 

Ferrand. 
1914.      PÉRÈS,  agrégé  de  l'Université,  professeur  au  lycée  de  Montpellier. 
1881.      PEROTT  (Joseph),  Université  Clark,  à  Worcester  (Massachusetts,  États-Unis).   S.  P. 
1892.      PERRIX  (Élie),  professeur  de  mathématiques,  rue  delà  Convention,  116,  à  Paris  (i5'). 
1896.     PETROVITCil,  professeur  à  l'Université,  Kossantch-Venac,  26.  à  Belgrade  (Serbie). 

1902.  PETROVITCil    (S.),    général    major,    professeur    ordinaire    h    l'Académie    d'artillerie 

Michel,  Sergevskaïa,  ^9.,  log.  10,  à  Saint-Pétersbourg. 
1887.     PE7,Z0  (dei.),  professeur  à  l'Université,  piazza  San  Marcellino,  2,  à  Naples  (Italie). 
1905.     PFEIFFER,  maître  de   conférences  à    l'Université,   SzaoudI  Wladimirskaïa  45,  log  II. 

à  Kiew  (  Russie  ). 
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1906.  PHILIPPE  (Léon),  inspecteur  général  des  ponts  et  chaussées,  rue  de  Turin,  23  bis, 
à  Paris  (8'). 

1879.  PICARD  (Emile),  membre  de  l'Institut,  membre  du  Bureau  des  Longitudes,  pro- 
fesseur à  la  Faculté  des  Sciences  et  à  l'École  Centrale  des  Arts  et  Manufac- 
tures, rue  Joseph-Bara,  4»  à  Paris   (6°). 

1872.  PICQUET,  chef  de  bataillon  du  génie  en  retraite,  examinateur  des  élèves  à  l'École 
Polytechnique,  rue  Monsieur-le-Prince,  4»  à  Paris  (6'). 

1913.  PODTIAGUIIVE  (N.),  rue  Stanislas,  i4,  à  Paris  (6°). 

1906.     POPOVICI,  professeur  à  la  Faculté  des  Sciences  de  Jassy   (Roumanie). 
1894.     POTRON  (M.),  docteur  es  sciences,  professeur  aux  Facultés  catholiques  de  l'Ouest, 
rue  Rabelais,  46,  à  Angers  (Maine-et-Loire). 

1914.  POWALO-SCHWEIKOWSKI,  licencié  es  sciences,  rue  Gazan,  5  bis,  à  Paris  {i'^). 

1902.  PUX.  (  Victoo),  ancien  élève  de  l'École  Polytechnique,  professeur  de  mathématiques, 

rue  Madame,  54,  à  Paris  (6"). 
1896-      Ql'IQlIET,  actuaire  de   la   Compagnie  la  Nntionale,  boulevard    Saint-Germain,  92,  à 
Paris  (5«). 

1903.  REMOIMIOS,   professeur  d'analyse  supérieure  à  la  Faculté  des  Sciences,  rue  Spyridion 

Tricoupis,  54,  à  Athènes  (Grèce). 
1903.     RICRARD,  docteur  es  sciences  mathématiques,  professeur  au  lycée,  rue  de  Fonils,  100, 

à  Châteauroux. 
1908.     RICHARD  D'ABO\f,niRT  (de),  ancien  élève  de  l'École  Polytechnique,  rue  Nationale,  74, 

à  Lille. 
1908.     RISSER,  actuaire  an  Ministère  du  Travail,  rue  Sédillot,  5,  à  Paris  (7°). 
1903.     KOCIIE,  agrégé  de  l'Université,  docteur  es  sciences,  rue  d'Assas,  76,  à  Paris  (6*). 

1896.  ROLGIER,  professeur  an  Lycée  et  à  l'École  des  ingénieurs,  rue  Sylvabelle,  84,  à  Marseille. 
1906.     ROISIERS,  professeur  au  collège  Stanislas,  boulevard  du  Montparnasse,  62,  à  Paris  (i4'')- 

1911.  RUDXICKI,  licencié  es  sciences,  avenue  Reille,  28,  h  Paris  (l'i"). 

1900.  SALTYKOW,  professeur  à  l'Université,  à  Kharkow  (Russie).  S.  P. 

1872.     SARTIAUX,  ingénieur  en    chef  des  ponts  et  chaussées,  chef   de    l'exploitation    a   la 

Compagnie  du    chemin    de  fer  du  Nord,  à  Paris. 
1885.     SAUVAGE,  professeur  à  la  Faculté  des  Sciences  de  Marseille. 

1897.  SCllOU  (Erik),  ingénieur,  Hollaendervez,  12,  à  Copenhague  (Danemark). 

1901.  SEE  (Thomas-J.-J.),  Observatory  Mare  Island  (Californie). 

1896.     SEGIIER  (J.-A.  de),  docteur  es  sciences,  rue  du  Bac,  ii4,  à  Paris  (7'). 
1882.     SELIVANOFF  (Démétrius),  professeur  à  l'Université,   Fontanka,  116,  log.   16,  à  Saint- 
Pétersbourg.  S.  P. 
1900.     SERVANT,  chargé  de  conférences  à  la  Sorbonne,  à  Bourg-la-Reine  (Seine). 

1908.  SHAW  (J.-B.),  professeur  à  l'Université,  West  California,  901,  Ave  Urbana  (Illinois, 

États-Unis). 

1912.  SIRE,  maître  de  Conférences  à  la  Faculté  des  Sciences  de  Rennes. 
1916.     SOULA,  agrégé  de  l'Université,  40°  d'infanterie,  S.  P.  i3o. 

1900.     SPARRE  (comte  de),  doyen  de    la    Faculté    catholique    des    Sciences,  avenue    de    la 
Bibliothèque,  7,  à  Lyon.  S.  P. 

1909.  SPEISER   (Andréas),   membre    de    la    Société    mathématique    suisse,   privat-docent   à 

l'Université,  Stephansplan,  7,  à  Strasbourg  (Allemagne). 
1912.     STECKER    (H. -F.),     professeur    de    mathématiques,    à    Pensylvania    State    Collège, 

Miles  St.  3o6  (Pensylvanie,  États-Unis). 
1879.     STEPUA\OS,  professeur  à  l'Université,  rue  Selon,  20,  à  Athènes  (Grèce). 


i 
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1808.     STOIIMER,  professeur  à  rUiiiveisité,  Coït  Adelcrs  gade,  12,  à  Christiania  (Norvège). 
1904.     SIDUIV,  directeur  de  l'École   préparatoire  à   l'École  supérieure  d'Électricité,   rue    de 

Staél,  26,  à  Paris  (i4')- 
1904.     SIJ!VDMA\,  maître   de   conférences   à   irnivcrsité,    Frcdriksjjatan,    19,    à    Helsiiigfors 

(  Finlande). 
1872.      SVI.OW,  professeur  à  l'Université,  Majorstuveien,  16  111,  à  Ciiristiania  (Norvège).  S.  P. 
1913.      l'AMVUKIN'E,  répétiteur  à  l'École  impériale  des  l'onts  et  Chaussées,  rue  Liteinaia,  45, 

App.  33,  à  Saint-Pétersliourg  (Russie). 

1899.  TllYiJ\l  r,   professeur  au  lycée    Henri  IV,  boulevard   St-Germain,  5o,  h  Paris  (5'). 
1910.     TIMOCIIEXKO,  professeur  à  l'Institut  Empereur  Alexandre  II,  à  Kiew  (Russie). 
1913.     TI\0  (0.),  via  Lagrange,  2,  à  Turin  (Italie). 

191'2.     TOICDARD ,    ingénieur    des     Arts    et     Manufactures,    boulevard    Haussmann,    i5o,    à 
Paris   (S'). 

1910.  TUVÏNAIID,  professeur  à  la  Faculté  des  Sciences  de  Besançon. 

1S7'2.     TRESdA,    ingénieur   en    chef  des    ponts   et   chaussées  eu  retraite,   rue  du  Général- 

Heurion-Herthier,  7,  à  Neuilly-sur-Seine  (Seine). 
189r).     TRESSE,  professeur  au  collège  RoUin,  rue  Mizon,  6,  à  Paris  (i5"). 
1907.     TRIPIER  (H.),  licencié. es  sciences,  rue  Alphonse-de->ieuville,  17,  à  Paris  (17"). 

1911.  TIRRUIRE,  docteur  es  sciences,  professeur  au  lycée  de  Montpellier. 

1913.     VAMROV,  docteur  es  sciences,  professeur  au  lycée  du  Parc,  h  Lyon  (Rhône). 

1893.      VAI,Li;i;  l'01JSSI\  (Ch.-J.   de   la),    membre    de   l'Académie   Royale    des    Sciences,    des 

Lettres    et   des    Beaux-Arts    de    Belgique,   professeur    h    l'Université  de   Loiivain 

(Belgique),  avenue  Dorian,  2,  à  Paris    (n*)- 

1904.  VA\DEIIRE\,  professeur  à  l'École  militaire,  avenue  Macan,  16,  à  Bruxelles. 

1905.  VAX   VliECK,    professeur    de    mathématiques,    University    of    Wisconsin,    à    Madison 

(Wisconsin,  États-Unis). 

1897.  VASSILAS-VITALIS    (J.),    professeur    à    l'Ecole    militaire    supérieure,  rue    Epicure,    i3, 

à  Athènes  (  Grèce  ). 

1898.  VASSIIilEF,  membre  du  Conseil  d'État,  Vassili  Ostrow  ligne  12,  m.  19,  à  Saint-Péters- 

bourg (  Russie  ). 
1913.      VEBLE.V  (O.),  professeur  à  l'Université  de  Princeton  (  États-Unis). 
1901.      VESSIOT,    professeur  à  la  Faculté   des  Sciences,  avenue  du  Petif-Chambord,   44»   ^ 

Bourg-la-Reine  (Seine). 
1911.      VILLAT,  maître  de  conférences  à  l'Université  de  Montpellier. 
1888.      VOlilEURA  (  Vito),  professeur  à  l'Université,  via  in  Lucina,  17,  à  Rome. 

1900.  VlIBEliT,  éditeur,  boulevard  Saint-Germain,  63,  à  Paris  (5'). 

1880.      WALCliENAER,    inspecteur    général  eu  chef  des   mines,   boulevard   St-Gerniain,   218, 

à  Paris  (  7'  ). 
1879.     WEILI, ,  directeur  honoraire  du  collège  Chaplal,  boulevard  Delessert,  23,à  Paris  (i6»). 
190C.     \VILSO\   (R.-B.),  professeur    à    l'Institut  de  Technologie,  à   Boston   (Massachusetts, 

États-Unis). 
1911.     WI\TER,  avenue  d'Iéna,  66,  à  Paris  (i6«). 
1909.     WOODS  (  F.-S.  ),  professeur    à    ITnstitul  de    Technologie,    à  Boston    (Massachusetts, 

États-Unis). 
1878.      WOUMS  DE  ItOMILI.Y,  inspecteur  général  des  mines,  en  retraite,  rue  du  Genéral-Lan- 

glois,  5,  à  Paris  (16'). 
191"2.     YOL'\G    (W.-H.),  membre  de  la  Société  Royale  de  Londres,  professeur  à  l'Université 

de  Liverpool,  villa  Ilodlinde,  Épinettes,   2j,  à  Lausanne   (Suisse). 
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1882.  ZABOUDSKI,  membre  du  Comité  d'Artillerie  et  professeur  à  l'Académie  d'Artillerie 
Ziiamenskaïa,  22,  h  Saint-Pétersbourg  (Russie). 

1903.     ZEltVOS,  professeur  agrégé  à  l'Université,  rue  Sozopoleos,  88,  à  Athènes  (Grèce). 

1881.  7,EIJTI1E\',  professeur  à  l'Université,  Forchhummers  Vej.  12,  h  Copenli:i!',ue  (Dane- 
mark ). 

1898.  ZIWET,  professeur  de  mathématiques  à  l'Université  do  Michigan,  Soulli  Ingnlls 
Street,  644»  ^  ^^"'^  Arl)or  (Micliigan,  Etats-Unis). 

1909.     ZORKTTI,  ]irofesseur  de  mécanique  à  la  Faculté  des  Sciences  de  Caen. 

Membres  décédés  en  1915  :  MM.  AITONNE,  ItERGEIt,  ClIVOll,  HALPHEN. 
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LISTE 


PRÉSIDENTS  DE  LA   SOCIÉTÉ  MATIIÉMATIOIIE  DE  FRANCE 


DEPUIS     SA      FONDATION. 


m 

. 

«M. 

1873 

CIIASLES. 

1895 

GOllRSAT. 

1874 

I,AFO\  DE  LADÉBAT. 

189G 

KffiXlGS. 

1875 

BIENAYMÉ. 

1897 

PICARD. 

187G 

DE  LA  GOUBIVERIE. 

1898 

LECORIVU. 

1877 

MA^IVHEIM. 

1899 

CLYOll. 

1878 

DAUBOUX. 

1900 

POINCARÉ. 

1879 

0.  BON\ET. 

1901 

D'OCAGNE. 

1880 

JOBDAIV. 

1902 

RAFFY. 

1881 

LAGUEIUIE. 

1903 

PAINLEVÉ. 

1882 

HALPHEN. 

1904 

CARVALI.O. 

1883 

ROllCilÉ. 

1905 

BOREL. 

1884 

PICARD. 

1906 

IIADAMABD. 

1885 

APPELL. 

1907 

BLllTEL. 

188(i 

POINCAKÉ. 

1908 

PEURIN  (R.). 

1887 

FOLRET. 

1909 

BIOCIIE. 

1888 

LAISAIVT. 

1910 

BKICARD. 

188!) 

AIVDRÉ  (D.). 

1911 

LÉVY  (L). 

1890 

IIATOM  DE  LA  GOLPILLIÈRE. 

1912 

AIVDOYER. 

1891 

COLLIG\OIV. 

1913 

COSSERAT  (F.) 

1892 

VICAIRE. 

1914 

VESSIOr. 

1893 

IIURIBEKT. 

1915 

CARTAiV. 

1894 

PICQIET. 

1910 

FOUCIIÉ. 
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Liste  des  Sociétés  scientifiques  et  des  Recueils  périodiques  avec  lesquels 
la  Société  mathématique  de  France  échange  son  Bulletin. 


Amsterdam . 
Amsterdam. 
Amsterdam  . 

Bâie 

Kaltimorf.  . 

Berlin 

Berlin 

Berlin 

Bologne. . . . 
Bordeiuix. .  . 
Bruxelles .  .  . 

Bruxelles. . . 
Calcutta . . . . 
Cambridge  . 
Clirisliunia. 
Coimbre.  .  . 

Copenhague 
Copenhague 

Cracovie.. .  . 

Deift 

Edimbourg. 
Edimbourg. 

Gand 

Gôttingen .  . 

Halifax 

Hambourg. . 

Harlen] 

Helsingfors. 

Kansas 

Kasan 

K.harkow  .  . . 
Kharkow  .  .  . 

Leipzig 

Leipzig 

Leipzig 

Liège 

Livourne  . .  . 
Londres.  .  .  . 
Londres.  . . . 


Académie  Koyale  des  Sciences  d'Amsterdam. 

Société  malliématiqiie  d'Amsterdam. 

Revue  semestrielle  des  puhlicntions  niatliéma- 

tiques. 
Naturforschende  Gesellschaft. 
American  Journal  of  MaCliematics. 
Académie  des  Sciences  de  Berlin. 
Jahrbuch  iiber  die  Fortschritte  der  Matlte- 

niatik. 
Journal  fil  r  die  reine  und  aiigewandte  Mn- 

theinati/i . 
Académie  des  Sciences   de  Bologne. 
Société  des  Sciences  physiques  et  naturelles. 
Académie  Royale  des  Sciences,  des  Lettres  el 

des  Beaux-Arts  de  Belgique. 
Société  scientilique  de  Bruxelles. 
Calcutta  mathematical  Society. 
Cambridge  philosophical  Society. 
Archiv  for  MathematiU  og  Saturvidenskub. 
Annaes   scieiitijicos  da   Academia   Poljrtech- 

nica  Jo  Porto. 
Nyt   Tidsshrift  for  MatlieniattL 
Det   Kons^elige  dnnske  indeiishaberues   sels- 

habs  Skrifter. 
Académie  des  Sciences  de  Ciacovie. 
Académie  technique. 
Société  Royale  d'Edimbourg. 
Société  mathématique  d'Edimbourg. 
Mathesis. 

Société   Royale  des  Sciences  de  Gôttingen. 
Nova  Scotian  Institute  ol"  Science. 
Société  mathématique  de  Hambourg. 
Société  hollandaise  des  Sciences. 
Société  des  Sciences  de  Finlande. 
Université  de  Kansas. 
Société  physico-mathématique . 
Annales  de  l'Université. 
Société  mathématique  de  Kharkow. 
Société  Royale  des  Sciences  de  Saxe. 
Matheniatische  Annalen. 
Archiv  der  Mathematik  und  Phjsik. 
Société  Royale  des  Sciences. 
Periodico  di  lilaternutica . 
Société  astronomique  de  Londres. 
Société  mathématique  de  Londres. 


Pays-Bas. 
Pays-Bas. 

Pays-Bas. 

Suisse. 
États-Unis. 
Allemagne. 

Allemagne. 

Allemngnc. 
Italie. 
France. 

Belgi(|rie. 

Belgique. 

Inde  anglaise. 

Grande-Bretagne . 

lNorvè|;e. 

l'ortiigal . 
Danemark . 

Danemark. 

Autriche. 

Pays-Bas. 

Grande-Bretagne. 

Grarrde-Brelagne. 

Belgi(iiie . 

Allemagne. 

N"'-Écosse  (Canada) 

Allemagne. 

Hollande. 

Finlande. 

États-Unis. 

Russie . 

Russie. 

Russie. 

Allemagne. 

Allemagne. 

Allemagne. 

Belgique. 

Italie. 

Grande-Bretagne. 

Grande-Bretagne. 
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Loiulies 

L<iixemboiir(T 

Marseille 

Mi'xico . . 

Milan 

M  >scou 

Miiiiicli 

Nap.c-i 

Ncw-llaven 

New-    r;-k 

Odossi 

Païenne 

Paris 

Paris 

Paris 

Paris 

Paris 

Paris 

Paris 

Pise 

Pise 

Pise 

Prague 

Prague 

Pra(;ue 

Princeton 

Rennes 

Rome 

Rome 

Rome 

Sainl-Pétersbourg, 

Sophia 

Stockholm 

Stockholm 

Stockholm , 

Tokyo  

'l'oulouse 

Turin 

Upsal 

Varsovie 

Venise 

Vienne 

Vienne 

Washington 

Zagreb  (  Agram). . 
Zurich 


Société  lîoyale  de  Londres. 
Institut  grand  ducal  de  Luxembourg. 
Annales  de  la  Faculté  des  Sciences. 
Sociedad  cientilica  Antonio  Alzate. 
Institut     Royal     lombard    dos     Sciences   et 

Lettres. 
Société  m.'(lh<'mati(|ue  de  Moscou. 
Académie  des  Sciences  de  Munich. 
Académie  Royale  des  Sciences  |)liysi(iues  et 
I     mathématiques  de  Naples. 
Académie  des  Sciences  et  A  rlsduConuecticut. 
American  mathematical  Society. 
Société  des  naturalistes  de  la  Nouvelle-Russie. 
Rendiconti  del  Circolo  matematico. 
Académie  des  Sciences  de  Paris. 
Association  française  pour  l'avancement  des 

Sciences. 
Société  philomalhique  de  Paris. 
Dullelin    des  Sciences    inathéniatiqiies. 
Journal  de  l'Ecole  Polytechnique. 
Institut  des  Actuaires  français. 
Intermédiaire  des  Mathématiciens . 
École  Royale  Normale  supérieure  de  Pise. 
Université  Royale  de  Pise. 
Il  Nuovo  Cimento. 
Académie  des  Sciences  de  Bohème. 
Casopis  pro  péstovâni  inatheniatikj  a  fysiky . 
Société  mathématique  de  Bohème. 
Aimais  of  Mathematics. 
Travaux  de  l'Université. 
Académie  Royale  des  Lincei. 
Società  italiana  délie  Scienze. 
Società  per  il  progresso  delle  Scienze. 
Académie  Impériale  des  Sciences. 
Annuaire  de  l'Université  de  Sophia. 
Acta  mathematica. 
Archiv  for  Matltematik. 
Bihliotlteca  mathematica. 
.Mathematico-physical  Society. 
Annales  de  la  Faculté  des  Sciences. 
Académie  des  Sciences. 
Société  Royale  des  Sciences  d'Upsal. 
Prace  Matematyczuo  Fizyczne. 
Institut  Royal  des  Sciences,  Lettres  et  Arts. 
Académie  Impériale  des  Sciences  de  Vienne. 
Monatshefte fur  Malhematih  und  Physih. 
National  Academy  of  Sciences. 
Académie  Sud-Slave  des  Sciences  et  Beaux-Arts 
Naturforschende  Gesellschaft. 


Grande-Bretagne. 
Luxembourg. 
France. 
Mexique. 

Italie. 
Russie. 
Bavière. 

Italie. 
États-Unis. 
Étals-Unis. 

Russie. 

Italie. 

France. 

France. 

France. 

France. 

France. 

France. 

France. 

Italie. 

Italie. 

Italie. 

Autriche. 

Autriche. 

Autriche. 

New-Jersey,  États-Uuis. 

France . 

Italie, 

Italie. 

Italie, 

Russie. 

Bulgarie. 

Suède. 

Suède. 

Suède. 

Japon. 

France. 

Italie. 

Suède. 

Russie. 

ItaJie. 

Autriche. 

Autriche. 

États-Unis. 

.\ut  riche-Hongrie. 

Suisse. 
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Charles  HALPHEN. 


Charles  Halphen,  le  regrellé  vice-secrétaire  de  la  Société  mathé- 
matique, était  né  le  3  septembre  iSSo;  entré  à  l'Ecole  Centrale  l'un 
des  premiers,  en  igoS,  il  fut,  à  sa  soitie,  attaché  comme  ingénieur  à 
la  Compagnie  P.-L.-M.  où  il  participa  à  la  construction  du  chemin  de 
fer  de  Moutiers  à  Bourg-Saint-Maurice;  mais  ses  goùls  le  portaient 
vers  la  science  pure;  il  avait,  d'ailleurs,  de  qui  tenir,  étant  fils  de 
Georges  Halphen,  le  grand  géomètre,  qui  fut  membre  de  l'Institut  et 
présida,  en  1882,  la  Société  mathématique. 

INomraé  professeur  de  Géométrie  descriptive  au  collège  Chaj)lal 
en  1912,  Charles  Halphen,  par  son  enseignement  original  et  très  goûté 
des  élèves,  promettait  de  devenir  un  professeur  éminetit;  quelques 
Notes  élégantes  parues  dans  les  Nouvelles  Annales  et  dans  le  Bul- 
letin de  la  Société  mathématique  présageaient  un  géomètre  de  talent. 

Sous-lieutenant  de  réserve  d'artillerie,  la  mobilisation  le  surprit  en 
Islande  où  il  faisait  une  seconde  exploration  dans  une  des  régions  les 
plus  sauvages  et  les  moins  connues  de  l'île,  car  il  aimait  le  danger  et 
I  aventure;  ardent  patriote,  il  se  rendit  à  son  poste  de  combat  par  les 
voies  les  plus  rapides,  sans  prendre  le  temps  d'aller  embrasser  sa 
mère  pendant  une  halte  de  quelques  heures  à  Paris;  toujours  en 
première  ligne,  il  fit  vaillamment  son  devoir  et  tomba  glorieusement 
le  i5  mai  igiS  à  Neuville-Saint-Vaast. 

Cité  à  l'ordre  du  jour  de  l'armée,  voici  en  quels  termes  le  comman- 
dant du  régiment  signala  sa  fin  héroïque  : 

«  Le  lieutenant-colonel  a  la  douleur  de  porter  à  la  connaissance  du 
régiment  la  mort  du  lieutenant  Charles  Halphen,  tué,  le  i5  mai,  au 
combat  de  Neuville-Saint-Vaast.  Il  dirigeait,  depuis  le  début  de 
notre  offensive,  l'action  des  canons  de  tranchées.  11  a  porté  à  l'ennemi 
de  rudes  coups.  D'une  incomparable  bravoure,  il  avait  communiqué 
à  ses  hommes  l'ardeur  qui  l'animait;  il  faisait  l'admiration  de  tous  : 
chefs,  subordonnés  et  camarades  garderont  de  lui  le  souvenir  d'un 
noble  caractère  et  son  evemple  ne  sera  pas  perdu.  » 

Weill, 
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Jean  CLAIRIN. 


Jean  Clairin,  né  à  Nîmes  le  j3  novembre  1876,  entra  en  1896  à 
l'Ecole  >formale.  Reçu  le  premier  à  l'agrégalion  de  Malliématiques 
en  1899,  (locleur  es  sciences  en  1902,  il  débuta  dans  l'Université 
comme  professeur  de  Malliémali(|nes  spéciales  au  lycée  de  Dijon. 
En  i9>3,  il  était  maître  de  conférences,  en  1907,  professeur  à  la 
Faculté  des  Sciences  de  Lille. 

Le  premier  travail  de  Clairiii.  i[ul  lui  a  servi  de  Tlièse  de  Doc- 
torat, est  relatif  à  un  sujet  encore  tout  récent  à  ce  moment-là,  et 
dont  l'importance  avait  surtout  été  mise  en  lumière  dans  les  Leçons 
sur  la  Géoinélrie  de  Darboux.  L'étude  des  surfaces  à  courbure  con- 
stante, et  de  certaines  transformations  de  ces  surfaces,  avait  conduit 
à  définir  certaines  correspondances  entre  deux,  éléments  de  contact 
de  l'espace  qui,  lorsque  des  conditions  d'une  forme  particulière  sont 
réalisées,  font  correspondre  les  intégrales  de  deux  équations  aux 
dérivées  partielles  du  second  ordre.  On  avait  surtout  jusque-là 
étudié  quelques  cas  |)arliculiers  intéressants.  Prenant  cette  question 
à  un  point  de  vue  plus  général.  Clairin  a  montré  que  ces  transfor- 
mations se  classent  naturellement  en  trois  grandes  catégories,  classi- 
fication rationnelle  qui  est  aujourd'hui  adoptée,  et  étudié  tout 
particulièrement  les  transformations  B,,  qui  offrent  la  plus  grande 
analogie  avec  la  célèbre  transformation  de  Laplace.  L'étude  de  ces 
diverses  transformations  soulève  un  grand  nombre  de  questions  qui 
touchent  à  plusieurs  points  de  la  théorie  des  équations  aux  dérivées 
partielles  du  second  ordre.  Les  travaux  de  Clairin  ont  porté  sur  bien 
des  points  de  ce  vaste  domaine  et  ont  pour  but  :  soit  de  développer  ses 
premières  recherches,  soit  de  compléter  des  résultats  déjà  démontrés 
par  d'autres.  Je  dois  citer  en  particulier  une  Note,  qui  avait  vive- 
ment attiré  l'attention  de  Darboux,  sur  l'impossibilité  de  trouver  de 
nouveaux  cas  d'intégrabilité  de  l'équation  s^=f{x^  y,  z),  question 
que  Sophus  Lie  avait  déjà  abordée  sans  la  résoudre  complètement. 
Tous  les  écrits  de  Clairin  ont  un  caractère  d'élégance  et  de  précision, 
preuve  du  soin  qu'il  mettait  à  la  rédaction,  ne  négligeant  aucun 
détail;  c'était  aussi,   m'a-t-on   dit,   la  marque  de  son  enseignement. 
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On  était  en  droit  d'attendre  encore  beaucoup  de  lui,  et  ses  dernières 
Notes  des  Comptes  rendus  de  V Académie  des  Sciences  faisaient 
prévoir  toute  une  suite  d'importants  résultats. 

A^  la  mobilisation,  Clairin  fut  incorporé  comme  adjudant  à  la 
II*  compagnie  du  24*^  territorial.  Le  26  août  1914,  ce  régiment  ren- 
contra à  Tliun-l'Évèque  des  forces  ennemies  considérables  et  Clairin 
disparut.  Une  année  d'angoisses,  d'espoirs  sans  cesse  renaissants  et 
toujours  déçus  commença  alors  pour  les  siens.  La  certitude  est  venue  : 
dès  le  début  de  la  bataille,  Jean  Clairin  avait  été  tué  d'une  balle  au 
front.  La  guerre  a  détruit  en  lui  une  belle  intelligence,  une  conscience 
droite,  un  cœur  excellent. 

Ed.  Goursat. 


—   l  /  — 


COMPTAS  i{i-:NniJS  des  siUinces. 


SÉANCE   DU   12  JANVIF'Il    IDIO. 

PRÉSIDENCE    DE    M.    CAUTAN. 

La  Société,  réunie  en  Assemblée  générale,  procède  au  renouvelle- 
ment de  son  Bureau  et  d'une  partie  du  Conseil. 

Communication  : 

M.  Fontené  :  Sur  une  extension  des  polyL:;ones  de  Poncelet. 

M.  Darboux  a  retrouvé  récemment  {Comptes  rendus  des  séances 
de  V Académie  des  Sciences,  janvier  1916)  la  chaîne  de  in  coniques 
que  l'auteur  a  fait  connaître  en  1897  {Nouvelles  Annales  de  Mathé- 
matiques, 3*  série,  t.  XVI)  pour  l'extension  de  la  théorie  des  poly- 
gones de  Poncelet,  chacun  des  sommets  du  polvgone  décrivant  une 
conique  distincte,  en  même  temps  que  chacun  des  côtés  roule  sur  une 
conique  distincte.  La  méthode  suivie  par  l'auteur,  outre  qu'elle  est 
élémentaire,  a  l'avantage  d'étudier  en  elle-même  une  chaîne  intéres- 
sante de  m  coniques,  à  laquelle  on  applique  ensuite  la  condition 
unique  de  fermeture.  Dans  l'exposé  succinct  qui  suit,  l'auteur  établit 
d'une  manière  complète  l'existence  de  la  chaîne  de  coniques  indépen- 
damment (le  la  condition  de  fermeture;  une  difficulté  subsiste,  relati- 
vement à  la  possibilité  de  réaliser  celte  condition  :  l'auteur  indique 
seulement  comment  il  lui  paraissait  possible  de  résoudre  cette  diffi- 
culté. 

La  solution  de  i\L  Darboux,  fondée  sur  l'emploi  des  fonctions  ellip- 
tiques, est  assurément  rigoureuse.  Mais  elle  ne  permet  pas  d'orga- 
niser d'abord  la  chaîne  de  coniques  indépendamment  de  la  condition 
de  fermeture,  pour  introduire  ensuite  cette  condition  ;  elle  exprime 
les  éléments  du  problème,  condition  de  fermeture  comprise,  en  fonc- 
tion de  2«  -t-  I  constantes  qui  doivent  satisfaire  à  trois  conditions 
(on  dispose  d'ailleurs  de  deux  paramètres  supplémentaires,  auxquels 
on  a  donné  pour  simplifier  la  valeur  1). 

S.   iM.  —  Comptes  rendus.  ,  2 
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La  méthode  employée  ici  donne  les  deux  cas  de  fermeture  du 
triangle,  qui  ne  se  sont  pas  offerts  dans  l'analyse  de  M.  Darboux. 

1.  Dans  une  correspondance  doublement  quadratique  /(^,  /)  =  o, 
il  existe  quatre  valeurs  de  x  donnant  pour  j  deux  valeurs  égales  :  je 
les  appelle  valeurs  critiques  de  ^;  il  existe  de  même  quatre  valeurs 
critiques  de  j;  ces  deux  systèmes  de  valeurs  critiques  sont  équi-anhar- 
moniques.  La  relation  f:=o,  qui  dépend  de  huit  paramètres,  est 
déterminée  par  ses  éléments  critiques  et  par  une  dernière  donnée. 

Théorème.  —  Deux  correspondances  doublement  quadratiques 

/l2(^.  J)  =  0,  /o:j(jk,  -)  =  0 

donnent  entre  x  et  z  une  correspondance  qui  se  décompose  en  deux 
correspondances  doublement  quadratiques 

si  les  quatre  valeurs  critiques  de  la  variable  commune  y  sont  les 
mêmes  dans  les  deux  correspondances  données.  Les  valeurs  de  x  ou 
de  z  qui  étaient  primiliK^ement  critiques  pour  y  sont  encore  les 
valeurs  critiques  de  ces  variables  dans  chacune  des  deux  corres- 
pondances résultantes. 

Il  suffit  d'écrire 

Aj"--4-  aBo-  -f-  C  =  o,         k' z-  -\-  i\V  c  -T-  C  =  o, 

A,  B,   ...   étant  des   polynômes  du  second  degré   en    v;    l'hypothèse 

permet  d'écrire 

AG  — B2=  A'C— B'2=  A, 

et  l'on  a 

(Air-4-B)-^-+- A  =  o,         (A'^-f- B')2-)- A  =  o; 

on  en  déduit,  par  une  même  valeur  de  y, 

Aa7-HB±(A'z-hB')  =  o, 

et  l'on  achève  facilement.  Si  l'on  prend  par  exemple  la  relation /'z=o. 
une  valeur  de  x  donne  deux  valeurs  de  y  dont  chacune  fournit  une 
seule  valeur  de  z. 

L'extension  au  cas  de  N  variables  est  immédiate;  un  part  des  I\  —  i 
relations  doublement  quadratiques 

/34(^,    0  =  0,  •••,  />-l,N(t',    «^)  =  0, 
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la  vaiial)le  comimiiie  à  deiix^  relations  consécutives  ayant  les  mêmes 
valeurs  critiques  clans  ces  deux  relations,  et  la  relation  entre  .r  et  iv 
se  décompose  en  relations  doublement  quadratiques 

en  nombre  2"^--;  dans  chacune  de  ces  deux  relations,  les  œ  et  les  w 
critiques  sont  les  anciens  .r  et  les  anciens  iv  critiques. 

CouOLi.Aïui:.  —  Etant  données  entre  N  variables  les  N  relations 
doublement  (juadratiques 

si  la  variable  commune  à  deux  quelconques  de  ces  relations,  y  com- 
pris la  dernière  et  la  première,  a  les  mêmes  valeurs  critiques  dans 
ces  deux  relations,  ce  qui  forme  4^'  — i  conditions^  il  faut  encore 
une  condition  et  une  seule  pour  (jue  ces  relations  admettent  une 
infinité  de  solutions. 

Cette  condition  peut  être  appelée  condition  de  fermeture. 

En  elTet,  la  relation  donnée /jy,  (if,  x)z=o  doit  être  identique  à 
l'une  des  relations  en  nombre  2^^^-  iiuliquées  ci-dessus;  comme  la 
relation  donnée  et  celle  avec  laquelle  on  veut  l'identifier  ont  lesmêmes 
valeurs  critiques,  il  y  a  une  seule  condition  d'identilication. 

Si  l'on  se  donne  x,  on  a  à  choisir  entre  deux  valeurs  de  j,  et  ce 
choix  détermine  complètement  les  valeurs  des  autres  variables. 

2.  Les  relations  doublement  quadratiques  dont  j'aurai  à  faire  usage 
sont  symétriques  par  rapport  aux  deux  vaiiables.  Une  telle  relation 
dépend  de  cinq  paramètres;  en  disposant  des  trois  paramètres  delà 
substitution 

_  aX  +  h  _  aY  -^b 

'^"   cX-t-f/'         ^'  ~   c\  -{-b' 


et   en    remplaçant  ensuite  X   et  Y  par  tang-et  tang  — ,  on  peut  lui 
donner  la  forme  canonique 


cosO  sinO 

pour  les  valeurs 


cosa;  ces  y  -\ — -. — ■  sma"  sm  r  =  i: 
COSO  SI  no 


^7  =  CD, 


tt:  -f-  tp, 
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on  obtient  pour  y  une  valeur  double 

r  =  e,      -e,      7:-o,      TT  +  e, 

de  sorte  que  les  valeurs  critiques  de  X  et  de  Y  sont 

9  cp  cp  co 

tan<r— j     — lan";— >      cet  — >     — cot  — • 
2  2  2  2 

Théorème.  —  Les  deux  relations 

cos6i2 

(i)  cosa"  ces  V +  . .  .  =  I, 

^  '  coscp  -^ 

005023 

(2)  cosy  cos^ -t-.  .  .  =  I. 

^  coscp         "^ 

qui  ont  les  mêmes  angles  critiques,  donnent  entre  x  et  z  une  rela- 
tion qui  se  décompose  en  deux  relations  de  même  forme 

/o,  cosO,3 

(3)  cosar  cos:; -H.  .  .=  i; 

cosç 

pour  déterminer  ôjj,  on  fait  dans  (i)  et  (2) 

j/  =  tp,         a:  =  612,         z  =  O23, 
et  l'on  a  dans  (3) 

COSÔiîCOsOîsCOsOo 

(1*) H-...=  i; 

coscp 

cette  relation  donne  deux  valeurs  pour  9,3. 

On  peut  s'assurer  que  l'élimination  de  j  entre  (i)  et  (2),  et  rélimi- 
nation  de  0,3  entre  (3)  et  (4)  donnent  le  même  résultat.  On  remar- 
quera que  les  six  angles  x,  y,  s,  ©23,  ^31,  0j2  jouent  des  rôles  analogues, 
de  la  même  façon  que  les  sommets  d'un  quadrilatère  complet. 

L'extension  au  cas  de  N  angles  est  immédiate. 

Corollaire.  —  Les  N  relations 

COSÔ,2 

(i)  cosa?  cosy -1-.  .  .  =  I, 


(N)  cos(P  cosar -(-...=  I, 

coscp 

admettent  une  infinité  de  solutions  sniis  une  condition   unique  de 
fermeture. 
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Celte  coiulilinn  est  (jiie  O-^i  suit  l'une  des  valeurs,  en  nombre  a"^  -, 
(jui  (ij;urenl  ilans  le  ié>ull;il  de  léliininiilKui  de  )',  ...,  r  en  Ire  les  N  —  i 
|)reiuières  relations. 

3.  On  déduit  de  là  ce  théorème  : 
Soit  une  chaîne  de  in  coniques 

^11       ^2ï       ^31       ^i>        •••1       ^ini 

conjuguées  à  un  même  triangle,  chaque  conique  d'indice  pair  S 
{y  compris  la  dernière)  touchant  les  quatre  tangentes  communes 
aux  deux  coniques  voisines  S',  chaque  conique  d^indice  impair  S' 
(/  compris  la  première)  passant  aux  quatre  points  communs  aux 
deux  coniques  voisines  S  (ce  qui  fait  seulement  o.  n  —  i  conditions)  : 
il  faut  une  condition  pour  qu'il  existe  un  contour  polygonal 
mobile  de  n  côtés  dont  les  sommets  A',,  AJ,,  ...  soient  sur  les 
coniques  S',  et  dont  les  côtés  a^,  «;,  .  .  .  soient  tangents  aux 
coniques  S. 

Si  ron  se  donne  le  sommet  A',,  on  a  le  choix  entre  les  deux  tan- 
gentes a-i  que  l'on  peut  mener  de  ce  point  à  la  conique  S2,  et  ce 
choix  détermine  entièrement  le  reste  du  contour. 

Tout  d'abord,  étant  données  deu\  coniques  S  elS',  courbes  unicur- 
sales,  la  correspondance  algébrique  établie  entre  une  tangente  a  à  la 
conique  S  et  un  point  A' de  la  conique  S' par  la  condition  que  le  point 
A'  soit  sur  la  droite  «,  ou  que  la  droite  a  passe  par  le  point  A',  est 
une  correspondance  doublement  quadratique;  les  positions  critiques 
de  a,  celles  qui  donnent  deux  points  A'  confondus,  sont  les  tangentes 
communes  aux.  deux  courbes,  et  les  positions  critiques  de  A',  celles 
qui  donnent  deux  droites  a  confondues,  sont  les  points  communs  aux 
deux  courbes.  Considérons  alors  trois  coniques  S',,  Sj,  S3  inscrites  à 
un  même  quadrilatère  :  une  tangente  a.,  à  la  conique  S.,  rencontre  S', 
aux  deux  points  -f-  Aj  et  —  k\  et  rencontre  Sj  aux  deux  points  +  A3  et 
—  A'3  ;  la  correspondance  entre  A',  et  A3  se  décompose  en  deux  corres- 
pondances doublement  quadratiques,  dont  l'une  associe  les  points  de 
même  signe,  et  le  passage  du  couple  +  A'j,  4-  A3  au  couple  —  A', ,  +  A, 
se  fait  par  une  tangente  commune,  à  Tinstant  où,  les  deux  points  A', 
se  confondant  sur  S',,  les  deux  points  A'3  se  confondent  également  sur 
S3.  Et  l'on  comprend  ainsi  pourquoi,  dansle  théorème  donné  au  début, 
les  valeurs  critiques  de  la  variable  commune  y  doivent  être  les  mêmes 
pour  que  la  relation  entre  J7  et  ^  se  décompose.  Pour  trois  coniques 
S,,  S'3,  S4,  circonscrites  à  un  même  quadrangle,  on  a  des  faits  corré- 
latifs. La  chaîne  de  2«  coniques  ayant  la  structure  indiquée,  on  est 


v><3  


l)ieii  dans  les  couditioiis  du  corollaire  ci-dessus  :  les  trois  coniques 
Sj,  Sj,  S'j  étant  inscrites  à  un  même  quadrilatère,  les  positions  cri- 
tiques de  «2  sont  les  mêmes  pour  A',  et  A',;  les  trois  coniques  Sj,  S!,, 
Si  étant  circonscrites  à  un  même  quadrangle,  les  positions  critiques 
de  A3  sont  les  mêmes  ])our  a.2  et  «^  ;  et  ainsi  de  suite. 

Le  triangle  autopolaire  commun  étant  donné,  les  2  «coniques,  sim- 
plement conjuguées  par  rapport  à  ce  triangle,  dépendraient  de  4" 
paramètres;  la  condition  de  fermeture  mise  à  part^  je  dis  que  les 
in  conditions  apparentes  auvqnelles  elles  sont  soumises  se  réduisent 
à  in — I,  et  qu'elles  dépendent  par  suite  de  in-\-\  paramètres.  Le^ 
deux  premières  coniques  S',  et  S,  étant  simplement  conjuguées  par 
rapport  au  triangle,  la  conique  Sj  du  faisceau  tangentiel  déterminée 
par  ces  deux  coniques  dépend  d  un  paramètre;  la  conique  S^  du  fais- 
ceau ponctuel  déterminé  par  S.2  et  S'3  dépend  alors  d'un  paramètre; 
on  continue  ainsi  jusqu'à  la  conique  S2,,_2-  On  cherche  alors  deux 
coniques  S'g,,^,  et  S,,,  vérifiant  les  conditions  suivantes  :  dans  la  suite 

'-'2/!-3j        '-^2  «-2)        '^2"  — 21        ^-ini        '-'lî        "-"21 

OÙ  les  deux  coniques  du  milieu  sont  à  déterminer,  la  conique  Sj,,^, 
doit  toucher  les  tangenles  communes  aux  deux  précédentes,  la  co- 
ni([ue  Sort  'lo'l^  passer  par  les  points  communs  aux  deu\  suivantes,  et, 
de  plus,  le  faisceau  ponctuel  déterminé  par  S2„_,  et  Sj,!  doit  contenir 
S2«_2?  'fi  faisceau  tangentiel  déterminé  par  ces  deuv  mêmes  coniques 
doit  contenir  S',.  Ces  (juatre  conditions  sont-elles  compatibles,  et  se 
réduisent-elles  à  trois,  portant  ainsi  le  nombre  des  conditions 
à  (2/i  —  4)  +  3  ou  2  rt  —  I  ?  En  d'autres  termes,  peut-on  se  donner 
encore  la  conique  S!,„_,  avec  un  paramètre,  et,  cela  fait,  les  trois 
conditions  apparentes  imposées  à  Sj^  se  réduiseul-elles  à  deux  condi- 
tions, et  à  deux  conditions  compatibles? 

Le   triangle   autopolaire    commun    étant   pris    comme    triangle    de 
référence,  et  la   condition    poui'   que  le   jjoint   (x,  y,    z)   soit    sur  la 

droite  (a,  v,  pv)  étant 

ux  -^  vy  —  (t" ^  =  o, 

soient  les  équations  (poncluelle>  ou  tangentielles)  des  2/i  coniques 
qui  doivent  former  la  chaîne  demandée  : 

X-         v- 


x- 

-+- 

u- 

v- 

^^^^  ^-^ôï -'"'=-' 


avec  N  :=z  2  n;  on  posera 


—  23  — 


y\ 


—  =rtiCosai,         :^-i-  =  6|  sinai, 

-I  -Si 


Ui 


=  a^cosT.^, 


l>2 


b^sintx,, 


Les  deux  premières  coniques  étant  prises  à  volonté  dans  le  système 
des  coniques  conjuguées  par  rapport  au  triangle,  la  condition  qui 
exprime  que  le  point  A.',  est  sur  la  tangente  a^  est 

airt2C0sai  cosa2  4-  ^1  62siii  ai  sin  a2  =  I, 
et  l'on  peut  lui  donner  la  forme 

(0 


ces  6,., 


inO, 


cosai cosas 


sinai  sina?  = 


costp  sintp 

en  déterminant  l'angle  o  par  la  relation 

(ai  a2)-cos-ip  +  (6]  62)2siii-cj)  =  I , 

(|ui  assure  l'existence  de  9,<i  : 

sin6i2        ,    ,  cosOi"  tang6i9        bt         b^ 

sincp  costp  tango  ai        a^ 

Pour  les  coniques  S2  et  S'3  on  aura  de  même 
ces  0,3 


(2) 


cosip 


cosa2COsa3 


avec  la  mêmes  valeurs  de  o  puisque  les  coniques  S',,  S2,  S3  font  partie 
d'un  même  faisceau  tangentiel,  et  l'on  continuera  ainsi  jusqu'aux 
deux  coniques  Sjj^s,  S>_2,  pour  les({uelles  on  aura 


(N-3) 


COSO>-3,X_2 
COS!f 


ces  ai\_3  ces  a>'_2  - 


En  considérant  les  coniques  Sn_2  6t  S'm_i,  S'v_i  et  S\,  S,^  et  S'j,  on 
aura  pour  déterminer  les  coefficients  des  équations  de  ces  coniques 
les  trois  équations  : 

(aN_2«.N-i)^cos-o  -h  ( bs-ibs-i)^  sin^cp  =  i, 

(  a.N-i  as  )^     cos^  ç>  -+- =  1 , 

(a>ai)-  cos^tf  -+- =  i; 


24  — 

il  arrivera  alors  que  la  conique  S',  fera  partie  du  faisceau  ponctuel 
cléler miné  par  S\  et  So,  puisque  les  o  critiques  ont  clé  maintenus  le 
long  du  cycle. 

On  pourra  prendre  à  volonté  rt.\_i,  calculer  bs_i  au  moyen  de  la 
première  relation,  et  obtenir  ensuite  rt^  et  b^,  pourvu  qu'on  ait 

or    la    première    des    relations    ci-dessus    ne    détermine    pas  le   rap- 
port—^-^--  Ainsi,  pour  organiser  la  chaîne  de  in  coniques  indépen- 
ay—i 

damraent  de  la  condition  de  fermeture,  après  s'être  donné  le  triangle 
autopolaire  commun,  on  prend  les  deux  coniques  Sj  et  Sj  simplement 
conjuguées  par  rapport  à  ce  triangle,  les  coniques  suivantes,  sauf  la 
dernière,  dépendent  chacune  d'un  paramètre  (faisant  simplement 
partie  d'ua  faisceau  langentiel  ou  d'un  faisceau  ponctuel);  la  dernière 
conique  S^  est  alors  déterminée  et  existe  réellement.  Le  système  dépend 
de  2/i  -l-  I  paramètres,  sans  compter  les  six  paramètres  du  triangle. 

Le  maintien  des  cp  critiques  le  long  du  cycle  aurait  suffi  à  mon- 
trer que  les  2n  conditions  apparentes  imposées  aux  coniques  se 
réduisent  à  in  —  i;  il  fallait  insister  et  montrer  que  ces  in  —  i 
conditions  peuvent  être  réalisées. 

En  ce  qui  concerne  la  condition  de  fermeture  du  polygone,  il  faudra 
que  l'angle   ôjv  i  ait  Tune  des   valeurs,  en  nombre  2'^"-,   qui   figurent 

dans  les  relations 

cnsOi  \- 

'—  rosKi  cosa^  -;-...=  1 , 

COS'X* 

résultant  de  Télimination  de  aj,  ...,  a.\-i  entre  les  N- — -i  relations  qui 
lient  «1  eta2,  ...,  oi.^—\,  et  a^.  La  question  de  savoir  si  l'on  peut  vrai- 
ment disposer  de  a-^^\,  pour  que  cette  condition  unique  soit  réalisée 
soulève  une  difficulté  que  l'on  pourrait  peut-être  tourner  en  montrant 
que,  pour  un  choix  convenable  de  la  conique  S^— 1,  l'enveloppe  de  la 
droite  A>_iA,  est  une  conique  S^.  Pour  organiser  la  chaîne  dean 
coniques  en  tenant  compte  de  la  condition  de  fermeture,  après  s'être 
donné  le  triangle  autopolaire  commun,  on  prend  les  deux  coniques  Sj 
et  S,  simplement  conjuguées  par  rapport  à  ce  triangle,  les  coniques 
suivantes,  sauf  les  deux  dernières,  dépendent  chacune  d'un  paramètre, 
et  les  deux  dernières  coniques  sont  alors  déterminées;  le  système 
dépend  de  m  paramètres,  sans  compter  les  six  paramètres  du 
triangle. 
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V.   Si    F(//,  (",  tv)    esl    la    fonnc   a(l|(>iiile    de   la   foiiiie   (|uaclrali(|iie 
/'(,f,  y,  z),  on  a  l'ideiililc 

V(rz'—  zf,  z.r'~  Tz\  —)  =f{x,  x)fi.r\  x' )  — /^.r,  .r'), 

/(.r,  ./■')  étaiil  la  forme  linéaire  a^yXJc' -\- .  .  .  déiinile  de  la  foirne 
(|uadrali(|ue  y(x,  .r);  si  le  point  M  esl  sur  la  coiii(|iie  y  =:  o,  on  a 
pour  F  un  carré  parfait  : 


FCr-'-  ^y'^  ■ 


■p{x,  x'). 


Si  S'j ,  S2,  S.J  sont  trois  coniques  inscrites  à  un  même  quadrilatère, 
leurs  équations  tangentielles  sont 

Fj(«,  t',  «r)  =  o,  Fi  —  /,2F3=  o,  Fsfw,  {■,  «-■  )  =  o; 

en  écrivant  (|ue  la  droite  joignant  un  point  de  S',  à  un  point  de  83  est 
tangente  à  So,  on  a 

Fi  (ri -3— ^173,  ••  •)  ~ /'-F:i(„Vi-3— -173,  ...)  =  o, 
ou 

/■i(^i,  x-i)  —  k\f\{x^,  x^)  =  o, 
ou 

/i  (  ^1 ,  x-i)±i  Lf.i  (  j-, ,  X3)  =  o. 

On  vérifie  ainsi  le  fait  de  décomposition  signalé  au  début  du  n°  3. 

Gela  permet  en  outre  ile  substituer  aux  in  relations  doublement 
quadratiques  entre  les  éléments  A',,  a^,  A3,  ...,  «^/t»  ''^'n  ""  système 
de  n  relations  doublement  ([uadratiques  entre  les  seuls  éléments  A',, 
A'  A'  \' 

Dans  le  cas  du  triangle,  si  l'on  observe  qu'un  triangle  peut  devenir 
évanouissant  soit,  d'une  part,  si  les  côtés  sont  trois  droites  concou- 
rantes ou  si  les  sommets  sont  trois  points  en  ligne  droite,  soit,  d'autre 
paît,  si  deux  sommets  sont  confondus  ainsi  f|ue  les  côtés  opposés 
(triangle  bi-évanouissant ),  on  est  mis  sur  la  voie  du  résultat  suivant 
que  j'ai  pu  établir  en  procédant  comme  il  vient  d'être  dit  et  en  appli- 
quant la  condition  de  fermeture 

COS0l2CI)S02;,C<)S');,l 


Soit  une  chaîne  de  six  coniques 

S,,        02i        '^3J        ^ii        '';i5        ^C) 

conjuguées  à  un  même  lria?igle,  telles  r/ue  chaque  conique  S  (/ 
compris  ta   dernière)   touche   les  tangentes  communes    aux  deux 
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eonifiucs  voisines  S'  et  que  chaque  conique  S'  (  )'  compris  la  pre- 
mière) passe  par  les  points  communs  aux  deux  coniques  voisines  S  ; 
un  trianqle  qui  doit  avoir  ses  côtés  tangents  aux  coniques  voisines  S. 
et  ses  sommets  sur  les  coniques  S',  est  indéterminé  dans  deux  cas  : 

\"  Lorsque  les  coniques  S  sont  inscrites  à  un  même  quadrilatère^ 
auquel  cas  les  coniques  S'  sont  circonscrites  à  un  même  quadrangle, 
les  coniques  S'  étant  polaires  réciproques  des  coniques  S  par  rap- 
port à  un  système  de  tjuatre  coniques  i; 

2°  Lorsque  les  (juatre  tangentes  communes  à  S2  et  S4  passent  res- 
pectivement aux  quatre  points  d'' intersection  de  Sg  et  S'j ,  ce  qui 
entraine  des  faits  analogues  pour  Sj,  S^,  S',,  S'^,  pour  S^,  S2,  S',,  S'^. 

Dans  le  premier  système,  les  tangentes  en  A'j,  A'j,  A^  conconrent  en 
un  point  dont  le  lieu  est  une  conique  i'  passant  par  les  points  com- 
muns aux  coniques  S',  les  points  de  contact  des  tangentes  a^,  a,,,  a^ 
sont  sur  une  même  droite  dont  l'enveloppe  est  une  conique  i  qui  touche 
les  tangentes  communes  aux  coniques  S.  On  peut  se  donner  les  co- 
niques S, ,  S'.,,  S'j,  i',  avec  quatre  points  communs  (douze  paramètres). 

Avec  la  première  solution,  on  a  pour  les  mêmes  coui(|ues  quatre 
espèces  de  triangles  mobiles;  avec  la  tieuxième  solution,  on  a  seulement 
deux  espèces  de  triangles.  Le  système  de  coniques  peut  satisfaire  à  la 
fois  aux  conditions  i"et  aux  conditions  2"  (11  paramètres);  il  admet 
alors  un  système  de  triangles  qui  fait  partie  à  la  fois  des  deux  solu- 
tions, trois  autres  systèmes  de  triangles  (pii  font  partie  de  la  première 
solution,  et  un  dernier  système  de  triangles  (pii  fait  partie  de  la 
deuxième  solution  :  ces  dernieis  tiiangles  sont  conjugués  par  rapport 
à  une  conique  fixe. 

5.  Pour  n  quelcon(|ue,  les  coniques  S'j,  S',,  ...,  S'j,,.,  peuvent 
être  en  même  temps  les  coniques  82,84.  .  .  .,  S.,,,,  le  côté  A',  A',  étant 
tangent  en  A',  à  la  conique  S',,  et  ainsi  de  suite.  Si  Ton  considère 
trois  coniques  consécutives  Sj,  83,  8'g,  en  un  point  où  83  est  coupée 
par  8',^  la  tangente  à  83  doit  être  une  tangente  à  85,  ou  encoie  une 
tangente  commune  à  83  et  à  8'-  doit  avoir  un  point  tie  contact  avec 
83  situé  sur  S\  ;  la  n''^"^"  condition  est  une  conséquence  des  n  —  i 
premières.  Il  y  a  une  condition  de  fermeture. 

Pour  /i  =  3,  on  se  donne  8',  et  83;  la  conique  Sg  doit  toucher  les 
tangentes  à  83  aux  points  où  elle  est  coupée  par  8'j,  et  passer  aux 
points  de  contact  avec  8'j  des  tangentes  communes  à  8'j  et  à  83;  il 
existe  deux  coniques  remplissant  ces  conditions;  il  n'y  a  pas  de  con- 
dition supplémentaire  de  fermeture.  Pour  n  ^=  4i  '<i  fermeture  est 
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iinj.i.ssiblc  .1,111.   les  <-(.ii,|iii,M.-,  ,,„    1',,,,    s'est    phicr   (  i  .;|;it  ions  (Inul)le- 
riK'iiL  i|ii;iiii,ili(|iies  nuii  JécoinposahlL-s  et  de  genre  i). 

IIkmauqik.  —  l.a  coiiililioii  iii(li(|ii(M-  an  drhnl  ponr  la  (lécompusilioii 
.le  la  relation  enti'e  .r  el  :;  est  nécessaire  si,  ihins  l'une  des  deux  rela- 
tions données,  les  (juatre  valeurs  crili(|ues  de  l'une  des  variables  sont 
distinctes  (relation  de  genre  i).  Si,  dans  l'une  des  deux  relations 
données,  deu\  des  valeurs  cnli(|ue>  de  l'une  des  variables  sont  é'^-ales 
ce  qui  entraîne  l'égalité  de  i\t;n\  valeurs  ciiiiques  de  l'antre  variable, 
un  fait  analogue  doit  avoir  lieu  dans  l'autre  relation,  ^ans  que  la 
valeur  ciilique  double  doive  èlre  la  même  de  pail  et  d'autre;  les 
deux  autres  valeurs  critif|ues  de  la  variable  comniune,  supposées  dis- 
tinctes dans  cliacune  des  deux  relations,  doivent  être  les  mêmes  de 
pan  et  d'autre,  l/application  au  prol^lème  des  polygones  de  Poncelet 


conduirait   à   considérer  le   ca 


s  ou   deux  coniques  consécutives  sont 


tangentes  en  un  point. 

Si,  dans  l'une  des  relations,  les  quatre  valeurs  critiques  de  l'une 
des  variables  étaient  égales  deux  à  deux,  cette  relation  se  décompo- 
serait en  deux  relations  honiograpliique>  ;  il  est  bien  connu  que,  pour 
deux  coniques  bilangentes  S  et  S',  la  correspondance  entre  uue  tan- 
gente à  S  est  un  point  de  S',  le  point  devant  être  sur  la  tangente,  se 
décompose  en  deux  correspondances  homograpliiques. 

(Voir  iXouvellcs  Annales,  3''  série,  t.  18,  j).  442.) 

M.  Mon  tel  :  Suf  une  définition  (jualilatii^e  des  cercles  oscillateurs 
et  des  lignes  de  courbure. 

L  auteur  montre  par  une  voie  élémentaire  que  :  i"  parmi  les  familles 
de  cercles  tangents  à  une  courbe  plane,  la  famille  des  cercles  oscula- 
teurs  est  caractérisée  par  la  propriété  que,  pour  deux  cercles  voisins, 
l'un  est  à  l'intérieur  de  l'.iutre;  2°  parmi  les  familles  de  sphères  tan- 
gentes à  une  surface,  la  famille  des  sphères  osculatrices  est  caractérisée 
par  la  propriété  que,  pour  deux  sphères  voisines,  l'une  est  à  l'intérieur 
de  l'autre. 


M.  l'onclié  :  Sur  r lioinofiraphie. 
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SÉANCE     DU     23     FÉVUIER     1916. 

PUÉSIDKNCE    DE    M.    FOUCHÉ. 

Communication  : 

M.  Fouclié  :  Sur  C homographie. 


SEANCE   nu   15   iMARS   1916. 

PRÉSIDENCE   DE   M.    FOUCUÉ. 

Communication  : 

M.  Fonlené  :  Sur  le  cercle  de  Joachinislhal. 

1.  On  peut  se  demander  à  quelle  condition  un  cercle  coupe  une 
conique  en  quatre  points  dont  trois  soient  les  pieds  de  trois  nornnales 
concourantes;  voici  la  réponse  à  cette  question  : 

Si  d'un  point  V  on  mène  à  une  coni<jue  à  centre  quatre  nor- 
males PMi,  PAL,  .  .  .,  le  cercle  MjMaM^  passe,  non  seulement  par 
le  point  m^  diamétralement  opposé  au  point  Mj,  mais  aussi  par  la 
projection  pi  du  centre  de  la  conique  sur  la  tangente  en  m^. 

Réciproquement,  si  un  cercle  passe  par  un  point  m,  d\ine  conique 
à  centre  et  par  la  projection  fjLj  du  centre  sur  sa  tangente  en  m,, 
il  coupe  encore  la.  conique  en  trois  points  Mj,  M3,  M;  tels  (jue  les 
normales  en  ces  points  concourent  en  un  point  P. 

Si  Ton  veut  obtenir  les  ceicies  de  Joacliirnstlial  (|ui  ont  pour  centre 
un  point  donné  G,  on  prend  sur  le  prolongement  de  OC  le  point  r  pour 
lequel  on  a  Or  =  2 OC,  on  mène  du  point  /■  les  normales  /7«,,  rm\, 
rm'[,  rm"l^  et  les  cercles  cherchés,  de  centre  C,  passent  respective- 
ment aux.  points  mj, /?îj,  .... 

2.  En  188/4,  j  'T'  donné  dans  les  Nouvelles  Annales  de  Mathéma- 
tiques cette  ex^tension  à  l'espace  de  théorème  de  Joachimsllial. 

Si  d'un  point  P  on  mène  à  une  quadrique  les  six  normales  dont 


29  


les  pieds  son  Z  M , ,  M . ,  . . . ,  M,; ,  les  cinq  pnin  IsM.,  ...,Mr,et  le  poin  t  m , 
diamétralement  opposé  au  point  Mj  sont  sur  une  infinité  de  f/aa- 
driques  ayant  leurs  axes  parallèles  à  ceux  de  la  (/uadrique  donnée  ; 
ces  six  points  sont,  par  suite,  sur  trois  quadriques  de  résolution 
dont  les  axes  sont  parallèles  à  ceux  de  la  (juadruiue  donnée. 


SEANCE   DU   10  MAI  lOKÎ. 

PRÉSIDENCE    DE   M.    FOUCHÉ. 

Communication  : 

M.  Fouclié  :  Sur  certains  cercles  des  neuf  points. 


SÉANCE     nu     24    MAI     1016. 

PRÉSIDENCE   DE    M.    FOUCHÉ. 

Communications  : 

M.  Foiiché  :  Sur  la  transformation  de  Lie. 

M.  Cahen  :  Sur  un  théorème  d'arithmétique. 

^lélant  un  nombre  premier  supérieur  à  3,  la  somme  des  produits/: 
à  k  [k  impair,  supérieur  à  i)  des  nombres  1,2,  .  .  . ,  (p  —  1)  est  divi- 
sible par  p-. 


Élections 


SÉANCE   DU   28   JUIN   1916. 


PRESIDENCE    DE   M.    FOUCHE. 


Sont  élus  à  runanimilé,  membres  de  la  Société,  M.  Elous,  pré- 
senté par  MM.  Borel  et  Monte),  et  M.  Soula,  présenté  par  MM.  Laites 
et  Montel. 
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Communications  : 

M.   Kiveliovitchi   :   Sur    une  mélhode  de    résolution    de   ié'/ua- 
tion  ^x^-\-  I  =/"• 

Il  s'agit  de  résoudre  cette   équation  en    nombres   entiers   par  des 
méthodes  élémentaires  sans  avoir  recours  à  la  théorie  de  La^^range. 
On  voit  facilement  que  x  doit  être  pair.  Posons 

r  =  2  M,  y  =z  ^u  —  (•  ; 

on  trouve 

u'^  —  \uuv  -^  v- —  I  =  o; 

en  résolvant  par  rapport  à  u,  on  a 


u  =  ■)  r  :ir  ^■>.f\  c-  +  i . 

On  peut  prendre  le  signe  -+-  devant  le  ladical  (car  prendre  le  signe  — 
revient  à  changer  u  en  — u  et  r  en  — i',  c'est-à-dire  Ji'  en  —  x  el  y 
en  —  >■).  Donc 

d'où 

,r  =  I  n  t'  -H  •;>.  y/v»  î  v-  -+-  i  ,  j'  =  24  ''  ^-  '>  \/-'-1  ''-  -^  •  ■ 

Posons 

on  trouve 


Pour  que  x  et   )'  soient  entiers,  il  faut  que  w  soit  solution  de  l'équa- 
tion primitive. 

Disposons  les  solutions  de  cette  équation  par  valeuis  croissantes  : 

(a^l,JKi),      (^2,72),       •••,      i^i^Ji),       ■■■■ 

On    voit    facilement    qu  on    aura    les    relations    suivantes    entre     les 
racines 

(i)  a-,4-1  =  5xi-h  -iy,-,         J/+1  =  i'2.r/+  Sjk/. 

En  pienant    pour  x^fi  la  solution  banale  x^=zo.  y,  =  i ,  on  obtient 
par  ces  relations  toutes  les  solutions  entières. 

La  substitution  (1)  est  une  substitution  aulomorphe,  comme  on 
pouvait  le  prévoir  par  la  théorie  des  formes  quadratiques.  La  même 
méthode  est  applicable  au\  équations  ax- -+-  i  =/'  lorsque  a  est  de 
la  forme  4/^  +  2  et  tel  que  f^a-\-^  soit  un  carré  parfait  {a  pourrait 
être  de  la  forme  ^h-\-i,  mais  i6h  -+-  5  n'est  jamais  un  carié  parfait). 
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On    peut  appliquer  la    luèinc  inriliodc  au    cas  où  a  -h  i   est  un  carré 
parfait  /-  en  posant  y  :=r  Ix  —  r. 

Des  méthodes  analogues  sont  applical)les  à  des  cas  plus  généraux. 

M.  Fouché  :  Sur  une  solulion  par  récurrence  du  nu' inc  problème. 

M.  Kostilzin  :  Sur  la  résolution  de  l'éijualion  nx--\-  i  =/*• 


SÉANCE  DU  8  NOVEMBRE    1916. 

PRÉSIDE.NCE    DE    M.    FOUCHÉ. 

Élection  : 

Est  élu,  à  l'unanimité,  M.  Kampé  de  Férié,  présenté  [)ar  MM.  Clia- 
telet  et  Denjov. 

Communications  :    '  , 

M.  Bioche  :  Sur  une  cubique  plane  remarquable. 

Edouard  Lucas  a  signalé,  en  1876,  deux  cubiques  remarquables 
dépendant  d'un  triangle.  L'une  d'elles  est  le  lieu  du  point  M  tel  qu'il 
existe  une  conique  inscrite  dans  un  triangle  ABC  et  dont  les  normales 
aux.  points  de  contact  avec  les  côtés  soient  concourantes  en  M. 

Je  voudrais  rappeler  l'attention  sur  cette  cubique,  et  signaler  des 
propriétés  qui  semblent  n'avoir  pas  été  aperçues  par  Lucas.  La 
cubique  de  Lucas  peut  être  obtenue  comme  le  lieu  des  points  M  tels 
que  les  droites  MA,  MB,  MG  soient  normales  à  une  conique  circons- 
crite à  ABC.  Elle  admet  pour  centre  le  centre  du  cercle  circonscrit 
à  ABC,  et  pour  asymptotes  les  perpendiculaires  menées  de  ce  point 
aux  côtés  du  triangle.  La  tangente  au  centre  passe  par  le  point  de 
Lemoine  du  triangle  ABC;  ce  fait  permet  de  caractériser  la  cubique 
en  question  parmi  les  cubiques  ayant  trois  asymptotes  concourantes 
et  passant  par  le  point  de  concours.  Si  l'on  se  donne  trois  droites 
concourantes  et  un  point,  il  y  a  une  cubique  de  Lucas  admettant  ces 
droiles  comme  asymptotes  et  passant  par  ce  point. 

Étant  donné  un  triangle  ABC  on  peut  facilement  déterminer 
26  points  et  10  tangentes,  dont  les  asymptotes  et  une  tangente  d'in- 
flexion, soit  3-  conditions  linéaires. 
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M.  Godeaux  :  Sur  les  transformations  birationnelles  non  pério- 
diques des  surfaces  algébriques. 

M.  Enriques  a  démonlié  que  si  une  surface  algébrique  admet  une 
transformation  hiralionnelle  non  périodique  en  elle-même,  elle  pos- 
sède un  faisceau  de  courbes  elliptiques  ou  elle  est  de  genres  wn 
(/)„=r  Pi^r  i).  Dans  ce  dernier  cas,  l'auteur  démontre  que  la  surface 
possède  une  involution  cyclique  ou  qu'elle  est  l'image  d'une  involu- 
tion  d'ordre  2  existant  sur  une  surface  de  genres  un. 

M.  Fouché  :    Sur  la  géométrie  élémentaire. 


SÉANCE     DU     24     DÉCEMBRE     191G. 

PUlisiDKNCE    DE    M.    FOUCHK. 

Election  : 

Est  élu,  à  l'unanimité,  membre  de  la  Société,  M.  Robinson,  présenté 
par  MM.  Iladamard  et  Montel. 

Communications  : 

M.  Fouché  :  Sur  la  droite  de  Sinison. 

M.  L  -B.  Robinson  :  Sur  un  système  complet  de  covariants. 

Dans  V American  Journal  of  Mathematics,  t.  XXI,  M.  Boulon, 
eh  se  servant  de  la  méthode  de  Lie,  obtient  un  système  complet  de 
covariants  (^)  de  l'équation  différentielle  linéaire  et  homogène 
d'ordre  n  réduite  à  la  forme  canonique  Laguerre-Fori^ylh. 

Mais,  en  formant  les  transformations  infinitésimales  des  coefficients, 
il  divise  l'équation  transformée  par  le  coefficient  du  premier  terme, 
c'est-à-dire  par  le  coefficient  de  Y'"'  et,  par  conséquent,  il  obtient 
des   covariants   non    analogues   à   ceux   de    la   forme   algébrique.  Les 

(')   Dans  cet  article,  le  terme  covariant  renferme  invariant  cnninie  cas  spécial. 


33  — 


transformations  mentionnées  ci-dessus  sont  données  par  les  formules 

i!ii^  ==_(,•  _H  A)ï'«/'>-  ~  [A(/.-  +  2.  -  0^'.^''+ ^-(^  -  i  ^4'',]r 

L'auteur  a  obtenu  un  système  complet  de  covariants  sans  avoir  fait 
la  division  mentionnée  ci-dessus  et  par  conséquent  les  transformations 
infinitésimales  sont  données  par  les  formules 

—  -  \k{k  -^  'li  ~\)af-^^  —  k{n  -^\)af-^^  ^  i{i—\)a!i%\^' . 

af''  a  le  poids  ( —  «  +  /  +  A  ). 
Y*^'  a  le  poids  k. 

On  voit  immédialeinenl  que  les  covariants  sont  définis  par  le 
système  d'équalions 


0  0  3  ■'  0 

n — 1  IV — /         n 


0 


daf 


yj^^'-")<'ëj^.=^^f^ 


dM 


{S){x,f^       2]^A(n-/c)Y'/- 


IV — /        n 


l^-'L'H"--J'"-->"f-"Sr, 


da\ 


2^-2^y(y-o-;^t 


àf 


da 


(k) 


Al  et  ).2  sont  des  nombres  constants  à  déterminer  par  le  poids  des 
covariants  cherchés. 

On  saura  résoudre  l'équalion  Xj/^o  de  proclie  en  proche  en  uti- 
S.  M.  —  Comptes  rendus.  3 
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lisant  le  procédé  de  la  séparation  des  variables.  En  général,  on  saura 
abréger  ce  procédé  en  se  rappelant  le  théorème  suivant  : 

En  différenlianl  un  covarianl  absolu  on  obtiendra  un  covariant 
re latif  d'o rdre  u n . 

Car  en  nous  appuyant  sur  ce  théorème   nous  verrons  qu'il  suffit  de 
résoudre 

n  —  1  IV  —  3 

V./,,„  _  /,;  \'a-v  ^  _  Vu-(  A  -  n  ^i)a,^-^'  ^, 

1  I 


Lorsqu'on  a  obtenu  toutes  les  solutions  deX37=o,  les  solutions  du 
système  (S)  s'obtiendiout  en  tenant  compte  des  considératic  ^s  sui- 
vantes : 

1°  Toute  fonction  qui  a  le  poids  Ào  satisfait  à  l'équation  X,  /  r^  ^-if- 
2°  Toute  fonction  de  degré  /■  par  rap|)ort  aux  «y'''  et  de  degré  \^  +  /' 

par   rapport  aux  Y<^',   où   /•  est   parfaitement   arbitraire,   j-atisfait  à 

l'équation  Xffz=z}.yf. 

Si  nous  voulons  calculer  le>  invariants  absolus,  il  nous  faut  inté- 
grer le  système 

X,/=X2/=X:J=0. 

Il  est  évident  que  les  covariants  identiques  s'identifient  avec  ceux 
de  Bouton. 

Les  covariants  mêlés  peuvent  s  écrire 

Cl  =  Y*-  2"  «2  ;  (  «  —  2  )  Y'2  —  (  n  —  I  )  Y  Y"  ;"-3, 

G,s  Y*-«rt3-";[r)  —  (n-r-n]ai\'^{n  —  ga'j  y;«-3, 

Cs^  Y*a^-2'';[i4  +  (/«  +  g]aV^--2[6  — (n  +  ij]rt3«^;"-3. 

Il  faut  ajouter  que  le  nouveau  système  de  covariants  ne  peut  pas 
s'identifier  avec  le  système  calculé  par  Bouton,  même  si  l'on 
écrit  Pqz=  i. 
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RAPPORT  DE  LA  CdMMlSSION  DES  COMPTES. 

(MM.  G.  FoLHKT.  G.  IIi/Mhkht;  C.h.  IJiocm;,   r;i|i|)(iii("ur.) 


Le  trésorier  de  la  Société,  M.  Servant,  a  été  mol)ilisé.  La  difficulté 
d'établir  des  comptes  précis  par  suite  du  départ  précipité  de  notre 
trésorier  sur  le  front  et  divrrses  autres  circonstances  ont  empêché 
la  présentation  d'un  rapport  à  la  date  indiquée  par  les  statuts. 
Celui-ci  établit  la  situation  au  3i   mars  1917. 

Al.  Calipn.  arcliivi-le  de  la  Société,  :i  bien  xoulu  accepter  de  sup- 
pléer notre  trésorier  absent,  avec  l'iiide  de  notre  agent,  M.  A  ézinaud. 
Il  y  a  lieu  de  remercier  tout  particulièrement  M.  Calien  et  M.  Yézi- 
naud  dont  la  tàrhe  e-^l  singulièrement  compli(|Mée,  et  qui  assurent  le 
fonctionnement  de  la  Société  au  |)oint  de  vue  financier. 

Les  cotisations  rentrent  difficilement  pour  diverses  raisons,  diffi- 
cultés des  communication-^.  mobihVation  d'un  cei  tain  nombre  de  nos 
collègues,  etc.  Quelques-uns  des  membres  de  la  Société  se  refusent 
catégoriquement  à  payer  leurs  cotisations  pendant  la  guerre.  Néan- 
moins, grâce  à  ses  ré-^erves.  la  Société  peut  faire  face  à  ses  dépenses 
et  assurer  la  publication  de  son  Bulletin. 

Ce  Rapport,  n'ayunt  pu  être  présenté  à  l'Assemblée  générale,  ne 
peut  être  considéré  que  comme  provisoire.  Il  y  a  lieu  d'espérer  qu'à 
la  prochaine  Assemblée  générale,  la  situation  financière  pour  l'exer- 
cice courant  pourra  être  établie  conformément  aux  statuts. 

Ce.  BiocHE. 
État  des  recettes  et  des  dépenses  courantes. 
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Solde  actif  au  3i  octobre  igiS. 2009,42 

Recettes. 

Cotisations 6940,40 

Abonnements,  vente  de  volumes 2363, 3o 

Subvention  du  Ministère i4oo,oo 

Intérêts  de  bons  de  la  défense  nationale 60,00 

Total  de  l'actif 12773,  la 
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Dépenses. 

fr 

Bulletin  (T.  XLII) 4G2o,83 

Tirages  à  part 25o,20 

Bulletin  (T.  XLIII) 4o88,4o 

Tirages  à  part 38i  ,25 

Traitement  de  l'agent,  gratifications 1487,00 

Poste  et  divers 81 5, 76 

Souscriptions  à  des  Sociétés  (Amis  des  Sciences,  employés  de  la 

Sorbonne) io5,oo 

Souscription  aux  œuvres  d'Euler 26,00 

Traduction 3oo,oo 

Total  des  dépenses  ....      12074,4^ 

Excédent  des  recettes. 698,69 

Total  comme  ci-dessus. . .  .      12773, 12 
En  portefeuille  : 

i"  Réseive  inaliénable  (titres  nominatifs)  : 

886''  de  rente  3  pour  100; 

3  obligations  Ouest  3  pour  100: 

'  ol)ligations  des  Ciiemins  de  fer  du  Sud; 

■z"  Réserve  disponible  (titres  au  porteur)  : 

348''  de  rente  3  pour  100: 
565''  de  rente  5  pour  100  191.5  ; 
60''  de  rente  5  pour   100  1916. 
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